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über Reduktion von Gleichungen durch Adjunktion. 

Von Herrn Georg Landsherg in Breslau. 



xliine in einem gegebenen Rationalitätsbereich irreduktibele ganze 
Funktion kann nach Erweiterung dieses Bereiches in Faktoren zerfallen, 
und wenn in dieser Weise eine Gleichung auf eine andere einwirkt, so wirkt 
auch die zweite Gleichung reduzierend auf die erste. Die vorliegende Arbeit 
setzt sich zunächst zur Aufgabe, die hier auftretenden Gesetzmäßigkeiten 
vollständig von den Gruppen der beiden Gleichungen aus zu diskutieren und 
auf dieser Grundlage die auftretenden Reziprozitätsbeziehungen festzustellen. 

Ganz analoge Verhältnisse walten ob, wenn man die Frage behandelt, 
unter welchen Umständen eine gegebene ganze irreduktibele Funktion 
rUcksichtlich eines gegebenen Primmoduls reduktibel werden kann. Die 
Untersuchung kann alsdann nach denselben Methoden geführt werden, vor- 
ausgesetzt nur, dai3 sie nicht gerade an eine beliebige, sondern an die 
allgemeinste in Betracht kommende Gleichung des vorgelegten Körpers, die 
sogenannte Fundamentalgleichung anknüpft. Da aber die Zerlegung der 
Fundamentalgleichung rücksichtlich eines Primmoduls auch ganz unmittelbar 
die Zerlegung dieses Primmoduls in Primideale ergibt, so findet man auf 
diesem Wege die Bestimmung der Primideale eines beliebigen Körpers aus 
der Gruppe des zugehörigen 6^a/oi>schen Körpers, eine Untersuchung, die 
zuerst Herr Dedekind durchgeführt, deren Resultate er aber nur ganz kurz 
und abrißweise bekannt gegeben hat.*) 

Der Einfachheit der Ausdrucksweise halber führe ich die Entwicklung 
nur für Zahlkörper, es ist aber evident, daß sie in ganz gleicher Weise für 
beliebige Rationalitätsbereiche gilt. 

*) R. Dedekind, Zur Theorie der Ideale. Göttinger Nachrichten 1894, S. 272—277. 
Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 1. 1 
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1. Die beiden ganzzahligen Funktionen 

,jv f^C^) = ^o*^" + «i*^'""M-'-- + «;« = ^o(^-«)C'2^-ai)---(^-a.^^^ lind 

seien im Körper li der rationalen Zahlen irrednktibel. Um die Einwirkung 
untersuchen zu können, welche die beiden Gleichungen auf einander aus- 
üben, bilden wir zuvörderst den Körper 

(2.) ö = /? («,«„...«_,, /?,Ä,...Ä-i), 

welcher aus li durch Adjunktion aller Wurzeln von .4 = und 5 = ent- 
steht. Dieser Körper ist ein öa/omcher, weil er mit seinen konjugierten 
identisch ist; ist also r sein Grad und § eine Zahl, die ihn erzeugt, 5i, 
fi^'-fr-i ihre konjugierten Zahlen, so ist auch 

(2^) G = Ä(|) = Ä(i-o = ... = Ä (i;.0- 

Jeder Galois^che Körper G des Grades r besitzt bekanntlich eine 
Gruppe von r Abbildungen in sich, 

(3.) 9i = (9o = l,9i, 92,...9r-i) 

derart, daß durch die Abbildung g^ die Zahl ^ in ^^ und eine beliebige 
Größe (p{§) des Körpers in y(^/,) übergeführt wird; für diesen Prozeß diene 
die Bezeichnung 

Ist nun U irgend ein Unterkörper von G, so gibt es eine bestimmte Unter- 
gruppe U von 91, deren Operationen alle Zahlen von U in Ruhe lassen, und 
umgekehrt bestimmt eine jede Untergruppe U von 91 einen Körper U der 
Zahlen, welche bei den Abbildungen von U festbleiben. Man kann daher 
sagen, daß der Körper U zur Gruppe U gehört-^ ist r = sic und u der Grad, 
s der Index der Untergruppe, so ergibt die Zerlegung von 9i in Neben- 
gruppen 

9i-U + U9, + U92 + - + U9,.n 

und es nimmt somit eine den Körper U erzeugende Zahl s verschiedene 
Werte an; es ist also s der Grad des Unterkörpers. Ist 2) wieder ein 
Teiler von U vom Grade d und in bezug auf U vom Index t, also u = dt, 
so gehört zu 2) ein Körper D, welcher U enthält und in Beziehung auf (/ 
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den Grad t^ in Beziehung auf H den Grad st hat. Es gehört also zur 
engeren Gruppe der umfassendere Bereich, insbesondere zu der weitesten 
hier in Betracht kommenden Gruppe l'li der Körper R der rationalen Zahlen 
und zur engsten Gruppe g„=l der (/«/omche Körper G selbst. Sind all- 
gemeiner U und 93 irgend zwei Untergruppen von 9i , U und V die zu ihnen 
gehörigen Körper, 35 der größte gemeinsame Teiler oder der Durchschnitt 
der beiden Gruppen, so ist der zu 3) gehörige Körper IJ der kleinste 
Körper, welcher U und V enthält, und ist somit der aus l) und V kompo- 
nierte Körper oder das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von l) und T, 
also der Körper R{a^if)^ der aus R durch Adjunktion der die Körper U 
und V erzeugenden Zahlen a und ß entsteht. 

2. Für das hier gestellte Problem ist eine Zerlegung einer gegebenen 
Gruppe 3t nach zweien ihrer Untergruppen 51 und i^ von grundlegender 
Bedeutung, welche zuerst von Herrn Frobeuius*) angewendet worden zu sein 
scheint und Über welche hier das Erforderliche beigebracht werden soll. 
Ist g ein beliebiges, aber bestimmtes Element von 9t, so verstehen wir unter 
dem Produkt Slg95 den Komplex der Substitutionen von der Form agb, wo a 
und b die Elemente von 51 resp. 53 durchläuft. Sind a und b die Grade 
der Gruppen 91 und 55, so sind die so erhaltenen « 6 Operationen nicht not- 
wendig alle von einander verschieden, sondern damit zwei Substitutionen des 
Komplexes agb und a'gb' einander gleich sind, ist es notwendig, dafi 

ist; diese Substitution gehört also sowohl der Gruppe 33, als auch der trans- 
formierten Gruppe g"^5tg, also auch dem Durchschnitt beider 

3)« = (9- 519,55) 

an. Ist umgekehrt b^ ein Element von ^^ und setzt man 

^^^ßt^rrS t)'=t)flb, 

so gehört a' ebenfalls zu 91, b' zu 93 und es ist 

a'gb'=agb. 



*) G. Frobenius^ Über die Kongruenz nach einem aus zwei endlichen Gruppen 
gebildeten Doppelmodul. Dieses Journal Bd. 101, S. 273— 2Ü9 (18<S1)), vergl. auch die 
vorher zitierte Note von Dedekmd, 

1* 
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Ist also rfg der Grad der Gruppe 2)g, so werden immer d^ Operationen des 
Komplexes Slg'iB einander gleich, und die Anzahl der in ihm enthaltenen 
verschiedenen Elemente ist gleich -,-. 

Zwei derartige Komplexe 5tg93 und i)(gi5P enthalten entweder die- 
selben Substitutionen oder sie haben kein Element gemeinsam. Denn ist 

so ist 01 ein Element von 31 gÖ und die beiden Komplexe sind somit 
identisch. Man kann daher die ganze Gruppe JA durch eine bestimmte Zahl 
derartiger Komplexe 

9133, 9lg,33, 3lg,53, ...2lg,_.i^ 
erschöpfen, dann ist 

(4.) 9i-9lÖ + 9lg,t^ + 9(g.iH...9lg,.,S8, 

und wenn die größten gemeinsamen Teiler 

2) = (21, i^), 35, = (gr^3(g,, ©), 35, = (gr^9(g,, 33), ... S),_, = (^^^^ 
resp. die Gradzahlen 





rf, r/,,rf2,...rf^._l 


besitzen, so ist 




(5.) 


ab , ab , ab , , ab 



Die Reihenfolge der Gruppen 91 und 'ö ist bei dieser Zerlegung nicht gleich- 
gültig; bildet man aber zu jeder Operation von 9i die inverse, so entspricht 
dem Komplexe 9lg33 der Komplex i^9""*9t, folglich ist auch 

(6.) gi = S59l + 33gr^9l + 939r^9l + ...-l-Sgrii8l, 

und die Anzahl k der auftretenden Produkte und die zu ihnen gehörigen 
Zahlen rf, rf,, ... rf^t-i bleiben also von dieser Änderung der Reihenfolge un- 
berührt. Durch die Zerlegung (4.) wird die Gruppe dt in eine Anzahl von 
Komplexen 9(g;,93 geschieden, von denen jeder eine Anzahl gleichartiger 
Elemente enthält und durch eines seiner Elemente, z. B. durch g, selbst 
vollständig charakterisiert werden kann. Aus diesem Grunde heißen auch 
die Elemente 

ein Repräsentantensystem der Gruppe 9? nach ihren Untergruppen 81 und S. 
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Es ist nun bemerkenswert, daß, wenn 51 durch eine transformierte 
Gruppe 

ersetzt wird, die neue Zerlegung und das neue Repräsentantensystem aus 
den vorherigen abgeleitet werden können. In der Tat, da 

3l9,i^ = fSl'(f"^90i^ und m^'Si 

ist, so folgt, daß. auch die Zerlegung 

(7.) JH = 5l'f-^iHSl\f-^9i)Ö + r(r^92)i^ + -- + 3r(r^9,.033 

gilt und daß 

9o = l~S 91 = 1'"' flu 9i = f"'92»---9i-i = ^"'9*-i 

ein Repräsentantensystem von 9i modulis 31', 51^ bilden. Auch beim Über- 
gang von der Gleichung (4.) zu (7.) bleibt der Komplex der Zahlen 
rf, rfj, ^2, ... rf*_i ungeändert. 

Tritt an die Stelle der Gruppe 33 eine transformierte Gruppe 

so ergibt sich die analoge Gleichung 

9i = 3l^iV+3l(9,^)23'+9((9.^)33'+... + 3((9*.x^)i^^^ 

und es bilden also 

^? 9i^i 92^,---9*-i^ 

ein Repräsentantensystem von 9i modd. 21, 33'. 

Die Komplexe 3(9,33, welche in Gleichung (4.) auftreten, sind auch 
einer Darstellung fähig, in welcher jedes Element nur einmal erscheint. 
Man setze nämlich, da der Grad rf, von 35, in a und b aufgeht, 

(8.) ci = d,v,, i = c?,/i„ 

dann besitzt 2), in 33 it'*— 1, in 97^2(9« r^—l Nebengruppen. Demgemäß 
gelten Zerlegungen der Form: 

.ga ( 53 = S)x + ®« h^^' + ®, bl^H ..• + 2), bi-«-^ 
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worin die VP geeignete Elemente von 53, die a^^^ Elemente von 97*819;, 
bedeuten. Folglich ist 



(9.) 



3t 9, 33 = 9, 2(x^' 3). bi*> a:;:;!;:::;::;) 

= 9x (53 + aV^ ^i3 + ai'> iH - + ai''«-'^ 53) 
= 3l9« + 9l9,r + 9t9.bi^> + .•. + ?l9.b^-^ 



Zerlegungsgleichungen, in denen jedes der ~- = rf. //^, i^^ Elemente des Kom- 
plexes 9(9,33 nur einmal vorkommt. 

3. Kehren wir jetzt zu den beiden irreduktibelen Gleichungen tn-ten 
und /iten Grades x4(a^ = und B(x) = Q in (1.) zurück und bilden wir mit 
ihren Wurzeln den Ga/owschen Körper G in (2.), der die r Substitutionen 
der Gruppe 9t in (3.) gestattet, so mögen die Körper R(a) und HQ'f) zu 
den Untergruppen 9t und 33 gehören, deren Gradzahlen wieder a und b 
seien; dann ist 

(10.) r = ma = nb 

und der Körper R{n^ ß) gehört zur Gruppe 5) = (9(, 53) des Grades d. Behält 
man also die im vorigen Artikel gegebenen Bezeichnungen bei, so hat der 
Körper Ä(a,/3) in Beziehung auf Ä den Grad ^ = ym = /tn, in Beziehung 

auf R{a) den Grad| = y, in Beziehung snif R(ß) den Grad^=/t. Nach 
Adjunktion von ß genügt also « einer irreduktibelen Gleichung des Grades //, 
welche durch 

A(ix,ß)^0 

bezeichnet sein möge. 

Um nun zu erkennen, welche Wurzeln der ursprünglichen Gleichung 
A(x) = außer x==a der Gleichung A^r, /i) = genügen, verfahren wir 
folgendermaßen. Auf die Gleichung 

A(«,/i) = 

dürfen wir alle Substitutionen der Gruppe 93 anwenden, ohne daß der Para- 
meter ß sich ändert. Nun ist zufolge der Gleichungen (9.) und (9*.) 

9l5^ = 8l + 2lb^^> + 9tb^'^+-+9lb^^-^>, 
• i^ = 2) + S)b^'^ + S)b^'> + ... + 5)b^^-^ 
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und es bleibt a bei den Substitutionen von ® ungeändert, geht hingegen 
bei den Substitutionen von 35 b^*^ in a|b^*^ über. Die ^Wurzeln der Gleichung 
A(x,ß)=^0 sind also 

(11.) a, a|bi, «Ibi,... «Ib^^i, 

das sind alle Größen, welche aus a durch Anwendung einer der Substi- 
tutionen des Komplexes §P£ erhalten werden können; ihre Zahl ist also 
gleich der Anzahl der Klassen, in welche S nach dem Modul 2), oder der 
Komplex 2133 nach dem Modul 9( zerfällt Umgekehrt beweist man auch 
leicht, daß jede symmetrische Funktion der ,a Zahlen^ (11.) bei jeder Sub- 
stitution der Gruppe 33 ungeändert bleibt und folglich dem Körper R(ß) 
angehört, daß somit die Koeffizienten der Gleichung, die die Zahlen (IL) 
zu Wurzeln hat, in RQ3) gelegen sind. 

Ganz analoge Betrachtungen gelten flir die übrigen Faktoren von 
A(x)^ welche im Körper Ii(ß) irreduktibel sind. Setzen wir für den 
Augenblick 

«l9x = y, 

so geht / zufolge der Gleichung (9.) unter dem Einflüsse der Substitutionen 
des Komplexes 97* 31 g, © im ganzen in /i^ verschiedene Größen über, nämlich 
in die Zahlen 

(12.) y»«|g„ yib»> = «l9.bL^ ylbi^> = «l9,bi%...y|b^-'> = «l9.bi''«-'>, 

und diese sind die Wurzeln der Gleichung 

A,(^,/^ = (^-«|g,)(a:-a|9.b!i>0-(^-«l9x6^-^ 

deren Koeffizienten dem Körper Ä(/?) angehören, und welche in diesem 

Bereiche irreduktibel ist. In der Tat, die Größen der Reihe (12.) ändern 

bei Anwendung einer Substitution von 5^ bloß ihre Reihenfolge, weil nach 
Gleichung (9.) die Zerlegungen 

97^2t9x 33 = 97^21 9x + 9:'9I 8. bi'> + -..-|- 97^ SC 9.b^-^ 
^^ = 35. + 35. bi^^ + - + 3). hi^'-'^ 

gelten, und eine symmetrische Funktion von ihnen gehört somit zum Körper 
Ä (/:?). Wenn andererseits eine Gleichung ^Qv, /?) = dieses Bereiches durch 
x = a\Q^=:y befriedigt wird, so genügen ihr auch die Wurzeln, die aus « 



8 Landsberg, über Reduktion von Gleichungen durch Adjunktion. 

durch Anwendung einer Substitution des Komplexes 31 g^ 33 , oder aus y durch 
Anwendung einer Substitution des Komplexes 87^3(g,55 hervorgehen, und 
da dies die Größen der Reihe (12.) sind, so istA,(a',/?) irreduktibel. 

Hiernach zerfällt die Funktion A(a:) nach Adjunktion einer Wurzel ß 
von B (x) = in k irreduktibele Faktoren, die den einzelnen Gliedern der 
Gleichung (4.) in der Weise entsprechen, daß A^(x, ß) alle die verschiedenen 
Wurzeln besitzt, welche aus a durch Anwendung einer der Operationen von 
31 9,35 entstehen. Die Grade dieser Faktoren sind der Reihe nach die 
Zahlen /^, /^i,/^^, ... /'*_i in (8.), deren Summe 

.a + /f| + iWij + - + /'*-! = tn 

zufolge der Gleichungen (5.) und (10.) ist. Ganz ebenso aber zerfällt auch 
/^(:t) nach Adjunktion von a in k irreduktibele Faktoren B(,r, «), B, (x, «),... 
B*-iC^S«)7 die den einzelnen Gliedern der Zerlegungsgleichung (6.) in der 
Weise zugeordnet sind, daß B,(a;, a) alle die Wurzeln enthält, welche aus /? 
durch Anwendung einer Operation des Komplexes 3^g;*9l hervorgehen. Die 
Grade der Faktoren sind die Zahlen ^', i^i,i^i, ... n-i und somit den vorigen 
proportional, da nach (8.) und (10.) '"'=- = ''^ ist, und ihre Summe ist 



^'o + »^i + *'2 + --- + n-i = '2- 

Fassen wir also das Gesamtresultat zusammen, so gilt folgendes Theorem: 
Sind A{x) und B(x) zwei ganze ganzzahlige und im Körper 
der rationalen Zahlen irreduktibele Funktionen, so zerfällt jede 
von ihnen nach Adjunktion einer Wurzel der anderen in dieselbe 
Zahl irreduktibeler Faktoren 

(13) )^0O = A(^,/?)A0r,/:?)...A,-,Cr,/9), 

\B Or) = B (.r, a) B, (.r , a) ... B,., (.r, «) 

und es lassen sich diese irreduktibelen Faktoren so einander zu- 
ordnen, daß ihre Gradzahlen proportional sind und daß jeder von 
ihnen einem Summanden der in den Relationen (4.) und (6.) ge- 
gebenen Zerlegung der Gruppe der Gleichung A{x) B{x)=^0 ent- 
spricht; es enthält nämlich A^(xy ß) diejenigen Wurzeln von 
^(a;) = 0, welche durch Einwirkung der Elemente des Komplexes 
3(g^i^ aus öf, B,(a:, «) diejenigen Wurzeln von ß(^) = 0, welche durch 
P^inwirkung der Elemente des Komplexes i^gj^ 31 aus/3 hervorgehen. 
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Der erste Teil dieses Satzes fiadet sich bereits in einer Abhandlung 
des Herrn A. Kneser^ Über die Gattung niedrigster Ordnung, unter welcher 
gegebene Gattungen algebraischer Größen enthalten sind (Mathemat. Ann. 
S. 179—202, 1887) und auch in meiner Dissertation (Breslau 1890); aber 
der Zusammenhang mit der Gruppe der Gleichung AB = 0^ welcher das 
eigentliche Ziel der vorliegenden Untersuchung ist, bleibt in beiden Arbeiten 
noch unberührt. 

Ersetzt man in den Gleichungen (13.) /:?, resp. a durch die konju- 
gierten Wurzeln /3i, /i^j? ••• /?i.-n resp. «i, «2, ••• «»»-i und geht durch Produkt- 
bildung zur Norm über, so wird jeder einzelne rationale Faktor des auf der 
rechten Seite stehenden Produktes eine Potenz der irreduktiblen Funktion 
A(x)^ resp. B(x)^ nämlich 



J A,(^, ß) \(x, ß,) ... A.(a:, /CO =A{x) 
iB.Or, «) B,Or, «,) ... B,(:r, a„,^,)^B(x) 



(x = 0,l,2,...t-l) 



4. Diese Entwicklungen setzen keineswegs voraus, dafi die beiden 
Funktionen A(x) und BQc) verschieden seien. Spezialisiert man die erlangten 
Resultate für den Fall zweier gleichen Funktionen, so erhält man einige 
nicht uninteressante Sätze über die Art und Weise, in welcher eine vor- 
gelegte irreduktible Gleichung nach Adjunktion einer ihrer Wurzeln zerfällt. 
In diesem Falle ist 9i einfach die Gruppe der Gleichung A(x)=^0 im ge- 
wöhnlichen Sinne des Wortes, und da der Körper G = R(a^a^^...a^^^) zur 
Gruppe 1 gehört, so kann die Untergruppe 51 mit ihren sämtlichen konju- 
gierten keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Umgekehrt zeigt man 
leicht, daß eine beliebige gegebene abstrakte Gruppe R einer transitiven 
Permutationsgruppe von m Ziffern holoedrisch isomorph ist, wenn sie eine 
Untergruppe 31 vom Index m besitzt, die mit ihren sämtlichen konjugierten 
keinen Teiler gemein hat. (Weber, Algebra, Bd. II, § 28, 8. 119.) 

Zerlegt man nun die Gruppe 3fi nach Maßgabe der Gleichung (4.): 

(15.) 9l-3C+9l9,9l + 9l932t + ... + 9l9,,,2l, 

so kann man unter den auftretenden Summanden zwei Arten unterscheiden. 
Da nämlich ein Produkt 21 g^ 91 ^ verschiedene Elemente enthält, wobei d„ der 
Grad des Durchschnittes der beiden konjugierten Gnippen 91 und 9l, = g7*9lg, 
ist, so ergibt sich diese Zahl dann und nur dann gleich a, wenn rf, = a, 
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also ^^ — ^l und domit g« mit ^ vertauschbar and 

ist Diesen Werten von x entsprechen lineare Faktoren in der Zerlegung 
(16.) A(x) = A Ot, a) A, (x, a) ... A,_i (x, a), 



a 



Während die llbrigen Faktoren vom Grade , >1 sind; in jedem Falle sind 
die auftretenden Gradzahlen sämtlich Teiler der Zahl a. 

Die Anzahl p der in der Gleichung (16.) auftretenden Linearfaktoren 
läßt sich noch etwas genauer bestimmen, wenn man berücksichtigt, daß die 
ihnen entsprechenden Glieder der Summe (15.) 

8t + ^j(g,X)( + ... + 9(g^_,3( 

alle und nur die Elemente der Gruppe 9? umfassen, welche mit 31 ver- 
tauschbar sind. Die mit 91 vertauschbaren Elemente bilden aber bekanntlich 
eine Untergruppe ^ von 9t, deren Grad h somit gleich p« ist, wo p einen 
Teiler von m = ^ bedeutet. Da die Gruppe 2t durch jedes der Elemente 
von ^ und nur durch diese in sich transformiert wird, so besitzt sie im 
ganzen r = — verschiedene konjugierte Gruppen. Die Zahl p der in (16.) 
auftretenden Linearfaktoren ist also gleich dem Index, den die Gruppe 9( 
in bezug auf die Gruppe ^ der mit ihr vertauschbaren Elemente besitzt. 

Soll also (> = 1 sein, so muß ^ = 9( sein ; es darf also 9( mit keinem 
Elemente außerhalb 21 vertauschbar sein und die m zu 9( konjugierten 
Gruppen sind sämtlich von einander verschieden. Soll ferner in diesem Falle 
in der Gleichung (16.) außer dem Linearfaktor nur noch ein weiterer Faktor 
der Ordnung 771 - 1 auftreten, so ist die Gruppe der Gleichung mehrfach 
transitiv. Alsdann ist ^ = 2 und die Gleichung (15.) wird 

Sfl = 9( + 9l9i9(. 

In diesem Falle besteht also der Komplex 9(g, 91 aus r — a Elementen und 
es ist somit 

r — rt = ^ , also 

. _ rt' _ U 

* r — a Vi — 1 



a 
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der größte gemeinsame Teiler der Gruppen 31 und gr^^lfli hat somit den 
Grad d^ und den Index m— 1. Es ergibt sich also der Satz: 

Einer Untergruppe 91 einer abstrakten Gruppe 9t vom Index m 
entspricht isomorph eine Vertauschungsgruppe von m Ziffern. Soll 
dieselbe mehrfach transitiv sein, so ist notwendig und hin- 
reichend, daß 91 von ihren m konjugierten Gruppen verschieden 
ist und daß irgend ein Paar konjugierter Gruppen, das man be- 
liebig wählen kann, einen größten gemeinschaftlichen Teiler 
vom Index w — 1 hat. 

Es folgt aus der Beweisführung und ist wesentlich an diesem Satze, 
daß ein einziges Paar konjugierter Gruppen, z. B. 91 und gr^^tgi, zur Fest- 
stellung der mehrfachen Transitivität hinreicht. 

5. Die vorstehenden Entwicklungen bedürfen nun aber nur gewisser, 
nicht sehr erheblicher Modifikationen, um von Gleichungen auf algebraische 
Kongruenzen übertragen werden zu können; nur erweist es sich hierbei als 
notwendig, nicht mehr von einer beliebigen Gleichung des gerade betrach- 
teten Körpers, sondern von der zugehörigen Fundamentalgleichung auszu- 
gehen. Da aber die Zerfällung in irreduktible Faktoren, welche die Funda- 
mentalgleichung eines Körpers rücksichtlich einer Primzahl p gestattet, auch 
die Zerlegung von p in seine Primideale ergibt, so gelangt man auf diesem 
Wege zur Feststellung des Zusammenhanges, welcher zwischen den Prim- 
faktoren von p in einem G^a/owschen Körper und in einem beliebigen seiner 
Unterkörper stattfindet. Bei der Auseinandersetzung dieser Verhältnisse will 
ich mich der von Herrn Hilbei-t in seinem Berichte über die Theorie der 
algebraischen Zahlkörper (Jahresb. d. deutschen Mathem.-Ver. 1897) ein- 
geführten Terminologie bedienen und auf diesen auch hinsichtlich einiger 
Hilfssätze verweisen (zitiert durch H.). 

In dem (ja/oiÄSchen Körper G mögen die r Zahlen 

v(") v^*> v^^^ v^'*-*^ 

ein Fundamentalsystem für die ganzen Zahlen des Bereichs bilden; die zu- 
gehörige Fundamentalform 

(17.) 1=: U,,f^' + li, /'' + Ihf"' + - + ^V-1 /"'' 

genügt alsdann einer irreduktiblen Gleichung ;*-ten Grades: 
(18.) 0(JC) = Z''+6;JC-^ + -+^. = O, 
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deren Koeffizienten ganze rationale Formen der Unbestimmten u mit ganz- 
zahligen Koeffizienten sind. Ist nun P ein Primdivisor vom Grade f und p 
die rationale Primzahl, in der P aufgeht, so ist die Norm 

iV^(P)=/. 

Es sei 3 die sogenannte Zerlegungsgruppe von P, d. i. die Gruppe der Ab- 
bildungen des Körpers (?, die den Divisor P intakt lassen, so gehört zu 3 
ein bestimmter Unterkörper Z von ö, der Zerlegungskörper des Divisors P 
(//. § 39). Ist h der Grad der Zerlegungsgruppe, so ist e = ^ der Grad des 
Zerlegungskörpers, und ebenso groß ist die Zahl der zu P konjugierten und 
von einander verschiedenen Primdivisoren 

P P P P 

Bildet man also die Norm von P, d. i. das Produkt aller r Primdivisoren, 
die durch die Abbildungen von di aus P hervorgehen, so werden immer je 
h Faktoren dieses Produktes einander gleich und man findet somit 

(19.) N(P)=f={PP,P,...P,^,r, 

es ist also h ein Vielfaches von /", und wenn man h^fg setzt, so ergibt sich 

(20.) p = (PPrP2...p.^^y. 

Jede ganze Zahl ec des Zerlegungskörpers ist nun mod. P einer ratio- 
milen Zahl kongruent. Um dies zu erweisen, berücksichtigen wir, daß sich 
durch Erhebung der Gleichung 

«(7') = 

in die p-te Potenz auch die Linearform: 

1\ = n,(y^'r + u, (/^^y + ... + u,_, (y^"-^))^ 

als Wurzel der Kongruenz 

«(.Y) = (mod. P) 

erweist Da aber die sämtlichen Wurzeln von = die Konjugierten der 
Fundameutalform P sind, so gibt es jedenfalls eine Abbildung j des Körpers 
G (ev. auch mehrere), für welche 

r\i = I\ (mod. P) 
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ist. Hiernach gilt fllr jede ganze Zahl « des Körpers G die Kongruenz 

aij = «p (mod. P), 

und es gehört j zur Zerlegangsgrappe, weil nach dieser Kongruenz gleich- 
zeitig mit a auch die konjugierte Zahl a\i durch P teilbar und somit der 
Primdivisor P|5 = P ist. Gehört nun a dem Zerlegungskörper an, so ist 

folglich 

a^=:a (mod. P), 

und da die Wurzeln dieser letzten Kongruenz die Zahlen 0,1,2,...^ — ! 
sind, so gibt es in dieser Reihe ein und nur ein Element a, für welches 

a^=:a (mod. P) 
ist. 

Es ist nun aber für die Folge wichtig, daß diese letzte Kongruenz 
stets nicht bloß für den Modul P, sondern fUr die Potenz P^ gilt; denn es 
besteht der Satz : Wenn eine ganze Zahl a des Zerlegungskörpers durch P 
teilbar ist, so ist sie au^h durch P^ teilbar; es ist also P^ ein Primdivisor 
des Zerlegungskörpers. 

In der Tat, da die Norm des Divisors P in bezug auf den Zer- 
legungskörper gleich P* ist, so ist zunächst diese Potenz von P ein Divisor 
von Z und das gleiche gilt daher auch von dem komplementären Divisor 

E^{P,P,...P,^,)\ 

der zu P relativ prim ist. Andererseits ist zufolge der Gleichung (19.) 

p'^P'^E, 

und da die beiden Faktoren des Produktes rechts teilerfremd sind, so muß 
notwendig jeder von ihnen /-te Potenz eines im Zerlegungskörper gelegenen 
Divisors sein; also ist 

(21.) P' = n\ n=p^ 

und n ein Divisor von Z, der sich in diesem Körper als Primideal ersten 
Grades erweist. In der Tat bezeichnet man die Norm von // in G and 
in Z mit A''(/7) und n(ri)^ so ist 

N(n)=(n(n))\ 
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andererseite ist 

also 

7i(n)=:p, q. e. d. 

Ist also ^^"\^^'\ ^^^\... S^'"*^ ein Fuiidamentalsystem für die ganzen Zahlen 
des Zerlegungskörpers, so bestehen e Kongrnenzen der Form 

(22.) t^*'> = p<% C^»^ = p^'>,...C^^-»> = p<^-^^ (mod. PO, 

wobei p^"\ p^*\... p^'"*^ rationale ZMen sind. 

. Besteht endlich zwischen ganzen Zahlen y^ y\ ... des Körpers G 
irgend eine Kongruenz mit rationalen Zahlkoeffizienten 

V^(y,/,...) = (mod. P), 

so kann auf diese jede der Substitutionen der Zcrlegungsgruppe 3 »"ge- 
wendet werden, ohne daß die Kongruenz ihre Gültigkeit verliert; dies ist 
eine unmittelbare Folge der Eigenschaft des Divisors P, unter dem Ein- 
flüsse von 3 Qugeändert zu bleiben. In diesem Sinne kann die Zcrlegungs- 
gruppe 3 »weh als die Gruppe des Galoisschen Körpers nach dem Prim- 
divisor P bezeichnet werden. 

6. Nach diesen Vorbemerkungen erörtern wir nunmehr die Zerlegung, 
Welche die Fundamentalgleichung eines beliebigen Unterkörpers A von G 
rücköichtlich einer Primzahl erfährt. Es gehöre unter Beibehaltung früherer 
Bezeichnungen der Körper A = R («) zur Gruppe 51 des Grades a , und es 
mögen die m = - ganzen Zahlen a^"\ a^*\ ... «^''^"^^ in ihm ein Fundamental- 
system bilden. Di6 P^undamentalform 

genügt alsdann einer in R irreduktiblen Gleichung /n-ten Grades: 

(23.) !F0r) = a'"» + Kia;'"-^ + ...+ r,„ = O. 

Ist nun P ein Primdivisor von G und Z der zugehörige Zerlegungskörper, 
so werde zunächst die Reduktion bestimmt, welche die Funktion ^(x) durch 
Adjunktion von Z erfährt. Zu diesem Zwecke hat man nach Nr. 3 die 
Gruppe iW nach 2t und 3 zu zerlegen: 

(24) . 9i = i)(3 + 2(9,3 + 3t9^3 + - + ^^l9*-i3, 
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dann entsprechen den einzelnen Gliedern dieser Summe die nach Adjunktion 
von f irreduktiblen Faktoren von 

(25.) V(x) = ip (X, S^^>) ,p, (.r , ?<^>) . . . v/*-, Cr, S<^0 , 

deren Koeffizienten ganze Größen des Zerlegungskörpers und somit lineare 
ganzzahlige Funktionen von ^^% l^'\ ... ?^'"*^ sind. 

Die Gradzahlen /^,.«^i,/^2? •• •."*-! bestimmen sich nach Maßgabe der 
Auseinandersetzungen in Nr. 2, wobei man nur die Zeichen "^^h^n durch 
3, h und e zu ersetzen hat, während alle übrigen Bezeichnungen beibehalten 
werden. Es soll nun gezeigt werden, daß aus den Gleichungen (24.) und 
(25.) vollständig die Zerlegung der Fundamentalgleichung W{x) — Q mod. jo 
und damit auch die Zerlegung der Primzahl in p in Primideale des Körpers A 
hergeleitet werden kann. 

Betrachten wir zunächst den ersten Faktor in (25.), welcher x = w 
und alle aus der Fundamentalform durch Anwendung der Substitutionen von 
?I3 hervorgehenden Größen zu Wurzeln hat, so folgt ans der Gleichung 

V'(K^t^^>) = 

und den Kongruenzen (22.), daß 

(26.) , ip{iv,Q^'^) = (mod. PO 

ist; es genügt also die Fundamentalform mod. P^ einer Kongruenz ^-ten 
Grades mit ganzzahligen reellen Koeffizienten. Vermöge dieser Eigenschaft 
ändert sich die linke Seite von (26.) überhaupt gar nicht, wenn man die 
Substitutionen der Gruppe ^, die ja w intakt lassen, zur Anwendung bringt, 
und es besteht somit die Kongruenz (26.) auch für alle Divisoren, welche 
aus P^ durch die Abbildungen der Gruppe 3( hervorgehen. Ist nun zufolge 
der Gleichung (9.) 

j 9(3 = ^^l + 3(ä^^H- + 3lä^''-^^ 



(9^) 



80 gehen aus (26.) die weiteren Kongruenzen hervor: 

ip(w,(f^^^ = (mod. [Pja<'>JO, 



(26*.) 



V («' , p^'' = (mod. [P : a"-»]') , 
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wobei die sftmtlichen in (26.) nnd (26^.) auftretenden Moduln paarweise 
relativ prim sind. Somit gilt auch die allgemeinere Kongruenz 

(27.) v'('^- p^'0 = (mod. [P-P'a^»> ... P a^^'''}"). 

Daß der hier auftretende Modul dem Körper A angehört, ist sofort 
ersichtlich; denn die Gleichung (9*.), die man auch in die Form 

setzen kann, lehrt unmittelbar, daß jener Modul die Norm einer Potenz 
von P isL Es geht aber aas unseren Überlegungen auch leicht hervor, < 
daß der Modul eine Potenz eines Primdivisors ist nnd daß wir daher 

(28.) Mr^ [P. P a^'> ...P a'^'^Y = W 

setzen können, wo n ein Ehimideal des Körpers .4 und f einen noch näher 
zu bestimmenden Exponenten bedeutet In der Tat wfire jener Divisor M 
das Produkt mehrerer Primidealpotenzen 

A/=/7t/75..,, 

so könnte man eine Zahl a des Körpers .4 bestimmen, welche durch n\ 
teilbar, aber zu n\ relativ prim wfire. Eine solche Zahl a wfire somit 
durch einige der Potenzen auf der linken Seite von (2&) z. B. durch P^ 
teilbar, wfihrend sie mindestens zu einer der anderen Potenzen z. B. zu [P q^'^]^ 
relativ prim wfire. Aber aus der Kongruenz 

« = (PO 

folgt stets, daß sie bestehen bleibt, wenn man P durch einen der konju- 
gierten Faktoren P Ui... ersetzt, woraus «ch ein Widerspruch ergibt 

In ganz analoger Weise lassen sich die übrigen Faktoren der Gleichung 
(25.) behandeln. Setzen wir ftir den Augenblick 

so folgt aus der Gleichung des Grawes u^ 

die Kongruenz 

'^('^.,('^'0 = (mod. PO, 
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aus welcher sich darch Anwendang der Sabstitation 97^ ergibt: 

xp, {w, e^^O = (mod. P^: 97')- 

Diese Kongrneiiz kann man, ohne daß die linke Seite sich ändert, irgend 
einer Substitution der Gruppe 51 unterwerfen; berücksichtigt man daher, 
daß, wenn 5), der Durchschnitt von 97*^(9, und 3 »'^t? "^^'^ (9*0 die Zer- 
legung 

besteht, so folgt durch eine Überlegung, welche vollkommen parallel der 
vorigen verläuft, die Gültigkeit der Kongruenz: 

(29.) V'x('^,e^^0 = O (mod. 3/,), 

worin 

(30.) il/.-[pl97^7>i^)97^.. /^:n^-^»9-7 

gesetzt ist. Dieser Modul erweist sich durch dieselben Schlüsse wie vorher 
als Potenz eines Primdivisors des Körpers /l; wir setzen daher 

(31.) 3/, = ^/;^ 

worin der Exponent f, noch näher zu bestimmen bleibt. Stellt man die 
Gleichung (30.) für ;f = 0, l,2,.../:-l auf, so zeigt die Relation (24.), daß 
jede der e konjugierten Potenzen 

/>r/ p.7 1>o p'j 

einmal und nur einmal auftritt. Zufolge der Gleichung (20.) haben wir 
also für die Primzahl p im Körper A die Primidealzerlegung 

<32.) p - M M, M. . . . .1/*., = n^ ri\^ n-^ . . . n'^s: . 

Durch Multiplikation der Kongruenzen (29.) ergibt sich somit, daß w mod. p 
der Kongruenz 

yj(w, p<^)) v^(/r, (/^O ••• V^*-i ('^% (f^''^) = (mod. p) 
genügt, und da die linke Seite vom Grade 

ist und tr modulo p keiner Kongruenz niedrigeren als /n-ten Grades genügt 
(//. § 11), so folgt nunmehr, daß der identischen Gleichung (25.) die völlig 
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analoge Kongruenz 

(33.) V{x) = ip(x, p<^>) yj, (X, (,^^0 ... V^*-, (^, e^'O (mod. p) 

zur Seite steht; die einzelnen Faktoren der rechten Seite sind somit Po- 
tenzen von Primfunktionen, die den Gleichungen (31.) entsprechen; es ist 
nämlich 

(34.) ^,0^,e^^>) = ö),(aO'', 

wobei o), raod. p irreduktibel ist. ^4?^^ der Zerfällung de?* Fundamental- 
gleichnng eines Körpers A im Zerlegungskörper Z kann also ihre Zerfällung 
in Primfunklionen mod. p und damit die Zerfällung von p in Primideale un- 
mittelbar abgeleitet werden. 

7. Es bleibt nur noch übrig, die in den Gleichungen (31.) und (34.) 
auftretenden Exponenten b^ des nähereu zu bestimmen und mit der Gruppen- 
zerlegung von 3fi in Zusammenhang zu bringen. Hierzu ist es erforderlich, 
noch näher auf die Konstitution der Zerlegungsgruppe und die Bedeutung 
der in ihr auftretenden charakteristischen Zahl g einzugehen. Die Zerlegungs- 
gruppe 3 enthält nämlich eine bestimmte invariante Untergruppe % vom 
Grade g^ die sogenannte Trägheitsgruppe des Ideals P, die von der Gesamt- 
heit der Abbildungen t des Körpers gebildet wird, für welche nicht bloß P 
in sich übergeht, sondern auch die Fundamcntalform /* sich selbst kongruent 
bleibt, so daJß 

71t = /' (mod. P) 

ist (//. § 39); die zur Gruppe % gehörige komplementäre Gruppe 2 (in der 
Bezeichnungsweise von Herrn Holder) ist zyklisch und wird von den ersten 
/ Potenzen der in Nr. 5 benutzten Abbildung j gebildet, so daß 

(35.) ^ = % + %^^%^^ + ,..^%^f-^ 

und %^=zi% ist. Ist nun wieder S) der Durchschnitt von Sl und 3 ^^^ ® 
der Durchschnitt von S) und %^ so ist nach einem Satze der Gruppen- 
theorie, weil % invariante Untergruppe von 3 ist, auch @ invariante Unter- 
gruppe von 2) und die komplementäre Gruppe g ist eine Untergruppe von £ 
(man sehe hierüber Weber, elliptische Funktionen und algebraische Zahlen, 
§ 53, 4). Da also ^ von den / ersten Potenzen von i gebildet wird, so 

ist audi >. eine zyklische Gruppe und wird von den Potenzen einer Sub- 
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ötitution j' gebildet, wo i einen Teiler von /' bedeutet; es ist also, wenn 
/=V ist, 

(36.) 5) = ® + €ä'+ ®ä" -f ••• + Sä^'""'^*'. 

Da eine beliebige Potenz von j, deren Exponent </* ist, zwar in 3? aber 
nicht in % gelegen ist, so liegt sie auch nicht in @; es enthält also @ keine 
Potenz von j, und es ist j* die niedrigste Potenz von j, welche in 5), aber 
nicht in @ hineinfällt. Ist ferner s der Grad von ® und 6 der Index von © 
in bezug auf ^, so ist 

(37.) d=js, g^is und juj=ef, 

weil sowohl /ttj als auch ef der Index von © in bezug auf 3 ^^t. 
Kehren wir jetzt zu der Gleichung u-ten Grades 

zurück, so sind ihre Wurzeln diejenigen, welche aus w unter dem Einflüsse 
der Substitutionen von 3 hervorgehen, und sie entsprechen den u Komplexen 
der Zerlegung von 3 ^^a^^ ® 

(38.) 3 = S) + S)ä^^> + ^f^ + ... + S)ä^->>. 

Da aber 5* die niedrigste Potenz von j ist, welche in S) hineinfällt, so liegen 
ä»3%.-.ä'~* außerhalb S) und finden sich somit in den Komplexen S)ä^*\, 
S)j^% ... 5)ä^^~*^ vor und es kommen nie zwei verschiedene dieser Potenzen 
in demselben Komplex vor. 

Da nun die Primfunktion co(x)^ von welcher ^(Xy(f^^^) Potenz ist, 
die mod. P von einander verschiedenen Größen der Reihe 

zu Kongruenzwurzeln mod. P hat, so ist sie vom Grade i und der auf- 
tretende Exponent ist gleich ^ ='^ = «. Es ergibt sich somit nach (30.) 
und (31.) 

M= W und 

denn es ist in der Tat nach (37.) 

€ 
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In ganz der gleichen Weise gibt die Untersuchung der Übrigen Fak- 
toren der Fundamentalgleichung Veranlassung zur Bildung des Durchschnittes 
@, von 2), und % und zur Aufstellung der Gleichung 

(36\) 2), = ©, + ©, 5'' + - + 8, ä^^'-^^'«, 

worin j** die niedrigste in 2), vorkommende Potenz von j und 

gesetzt ist. Alsdann ist, wenn der Grad von ©^ gleich s^ ist, 

(37*.) ä,=j,s,, g = e,6\ und ^iJ, = e,/\ 

und es ist e^ der Exponent in der Gleichung 

(31.) ^V=/7^, 

während das Primideal //, des Körpers A in (30.) sich nunmehr durch die 
Gleichung 

(39.) • ri^ = [P\Q:^'P.a]!^Q7^ ... /^a^-'>fl7»^ 

bestimmt. 

Zufolge dieser Gleichung ist die Norm des Ideals fl^ im Galois&Ghen 
Körper gleich />''''*'', im Körper A ist also die Norm desselben Ideals 

gleich p " , und der hier auftretende Exponent (siehe die Gleichungen (8.) 
und (37*.)) 

a d^ j\ 

ist, wie es «ein muß, gleich dem Grade der zum Ideale A/, gehörigen Prim- 
funktion tiD,(^). Geht man also in der Gleichung 

zur Norm über, so ergibt sich die Relation 

m = 6 i + f, h + fi h + ••• + ^A-i 4-1 , 

die bloß wieder eine Umformung der aus der Zerlegung der Gruppe 9t 
folgenden Gleichung (5.) 

ah , ah , . ah 
d d^ dk^i 

ist, weil y ^/^ = fx^, ist. 
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Zur allgemeinen Theorie der algebraischen Größen. 

Von Herrn Michael ßauei' in Budapest. 



§1. 

1. Es sei die Gleichung 

(I.) ^'• + Ci^'-i + ...+ c,c«-* + ... + c„-0 

gegeben, deren Koeffizienten rationale ganze Größen irgend eines holoiden 
Bereiches [(^),^*m^2j .•• -^m] bezw. [[1], J'n^2? .•• ^'J sind.*) Es sei ferner P 
eine rationale PrilngröJße des Bereiches; w eine Wurzel der Gleichung (I.), 
die den Gattungsbereich (/') bestimmt. Es sollen in bezug auf den Gattungs- 
bereich die Zerlegungen 

bestehen, wo ^, ein Primideal, die Zahl e, eine positive und die Zahl </, eine 
nicht negative rationale ganze Zahl bedeuten. 
Im folgenden sollen die Verhältnisse 

(3.) ^' = CA, 

kurz als die charakteristischen Zahlen der Größe w in bezug auf P be- 
zeichnet werden. 

2. Eine erste Aufgabe bildet die Bestimmung der möglichen charak- 
teristischen Zahlen, wenn die Gleichung gegeben ist. Diese Aufgabe ist 

*) Man vergleiche für die Terminologie: Könige Einleitung in die allgemeine 
Theorie der algebraischen Größen, oder die Note: Beitrag zur Theorie der irreduziblen 
Gleichungen, dieses Journal Bd. 128, S. 2Ü8. 
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sehr leicht lösbar durch die Konstruktion des aus der Theorie der algebrai- 
schen Funktionen bekannten Paiseiix^üYk^n Polygons. Für unsere Zwecke 
ist es notwendig, diese Konstruktion hier austUhrlich zu behandeln.*) Jede 
von Null verschiedene ganze Größe des holoiden Bereiches ist durch eine 
größte, nicht negative rationale ganze Potenz von P teilbar in der Weise, 
daß der zugehörige Quotient schon relativ prim gegen P ist. Wir werden 
den so bestimmten Exponenten die Ordnung in bezug auf P nennen; es 
seien z. ß. die Ordnungen der Koeffizienten Cj, in bezug auf Pdie Zahlen i\. 
Ganz analog besitzt eine jede ganze Größe des Bereiches (/') eine Ordnung 
in bezug auf das Primideal ^. So sind z. B. die Ordnungen der Größen 

(4.) /^?", Ci i^"~\ C2 10''^'^^ ... c„ 

in bezug auf 5ß, nach der Reihe durch die Zahlen 

( na.^eiU (\, rj6, + (7i- l)a, = 6,(ri + (/i-J) CA,), 

l n ei + Qi - 2) Ui = e, (?', + (11 - 2) Ch) ,.,.i\e, 

gegeben. Es kann unter den Zahlen (5.) keine einzif/e kleinste existieren, 
denn in diesem Falle wUrde nach der Idealtheorie die Summe 



,n— Ir 



?(;" + 2: Cj^ ^' 

jene kleinste Zahl als Ordnung in bezug auf P besitzen und so wäre //• 
keine Wurzel der Gleichung (I.) Infolgedessen können die Zahlen (Vi, nur 
solchen Werten 2' gleich gewählt werden, für welche die Reihe 

(5*.) uT, r, + (n-l)r, /•,+ (n-2)7; ... r. 

mindestens zwei kleimte Zahlen aufweist. (Der gemeinsame Faktor ^, der 
Reihe (5.) wurde als unwesentlich beseitigt.) Nun erfolgt die Bestimmung 
der Werte T bekanntlich durch die Konstruktion desjenigen Pai^eiux^i^hQn 
Polygons, welches in der Koordinateuebene (o;, y) zu den Punkten 

(0,0),(l,r0,(2,r3),...(n,O 

gehört Die fraglichen Werte T sind nämlich gleich den Richtungstangenten 
der einzelnen Seiten. In der Weise besitzt jede Gleichung (I.) in bezug auf P 



*) £s ist keine wesentliche Beschränkung, daß wir hier nur ganze Größen in 
Betracht ziehen. 
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ein Ptdseux^G\it^ Polygon und zagehörige Puise\ix^Q\\Q Zahlen. Es besteht 
folglich die Tatsache: 

Die möglichen charakteristischen. Zahlen der Wurzeln werden durch die 
Puisenxschen Zahlen geliefert.*) 

4. Nan kann man sich fragen, ob auch umgekehrt die Paiseux^cheu 
Zahlen alle auftreten, wenn man sämtliche Wurzeln in betracht zieht? In 
dieser Arbeit wird gezeigt, daß die möglichen charakteristischen Zahlen in 
dei' Tat existieren**) (§ III). Der § II enthält einleitende Ausfuhrungen, 
während im § IV die Kenntnis der charakteristischen Zahlen auf Irreduzi- 
bilitäts-Untersuchungen angewendet wird. — 



§11. 
1. Es sollen die Eckpunkte des Paiseux^Q\\Qw Polygons der Gleichung 
(I.) ^'' + c,^'-^ + .-. + c,c»-^ + ... + c, = 

in bezug auf P durch jene Punkte geliefert werden, welche zu den Potenzen 

gehören. Wir werden fUrö erste beweisen, daß in diesem Falle 

(3.) n.+it.+ ... + t, = «l + «2 + - + «i (.= 1,2,... ) 

ist, wo die Zahl a^ eine nicht negative rationale ganze Zahl ist, während 
die übrigen a positive rationale ganze Zahlen bedeuten. Die Puiseux^Q\iQn 
Zahlen der Gleichung sind nach der Reihe den Zahlen: 

gleich, welche noch den Ungleichungen 
genügen. 



*) Im Falle ein Koeffizient gleich Null und infolgedessen die entsprechende Ord- 
nung nicht endlich ist, bleibt der zugehörige Punkt bei der Konstruktion einfach un- 
berücksichtigt. Wir können und wollen voraussetzen, daß r„+0 ist. 

**) Diese Untei-suchung fällt ganz aus, wenn die Anzahl der möglichen charak- 
teristischen Zahlen gleich Eins ist. Vergl. die Note: Beitrag zur Theorie der irreduziblen 
Gleichungen. Dieses Journal Bd. 128, S. 298. Es ist ferner evident, daß sämtliche Wurzeln 
einer irreduziblen Gleichung dieselben charakteristischen Zahlen besitzen. 



24 Bauer, zur allgemeinen Theorie der algebraischen Großen, 

2. Wenn wir die Bezeichnungen 

einfuhren, dann werden nach den Voraassetznngen die Pnüeux9^G\\t\\ Zahlen 
durch die Relationen 

) («" + ^'i + - + ^^-i) + ('^ - ^u- ^'i ^V-i) T. 

zu bestimmen sein, daher ist in der Tat 

T — ^ 

Die Behauptung (4*.), welche ihrerseits die Positivität der Zahlen a nach 
sich zieht, folgt auch aus der Definition des IMygons. Es ist nämlich 

I (^^«» + ^1 + ••• -!■ ^O + 0^ - /'u- /*, /v) '/Ui 

' . > (^o + «1 + ••• + r^/_.i) + 0' ~ ^0 - /', - — /•/ -.,) 7;-,. 

Infolgedessen ist 

Wir können auch leicht Ungleichungen für die Ordnungszahlen der bisher 
nicht betrachteten Koeffizienten ableiten. Es ist tatsächlich nach der Defi- 
nition des Polygons 

l\^i.,,+... + ki_^^i + (jl — h —/:, — ••• — ki _i — /) Ti 

> r/,, -I «1 + ••• + ffi-x + (^ + 0' - k^ - /•', ^'/-i — k) Ti. 

Nun ist 

ni _ Oi 

woraus 

/V. + t,+...o._,+/ - (^^1 + «2 + ••• + «.-1 + «/) > ^-; - ^^ 

folgt, also bestehen die Ungleichungen 

3. Es ist noch leicht ersichtlich aus der Betrachtung des Polygons, 
daß die soeben abgeleiteten Gleichungen und Ungleichungen nicht nur 
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notwendige, sondern anch hinreichende Bedingungen bilden für die besprochene 
Gestalt des Polygons. Infolgedessen können diese Resultate, welche nur 
explizite Formulierungen evidenter Tatsachen sind, folgendermaßen ausge- 
sprochen werden. 

Die Eckpunkte des Paiseuxschen Polygons der Gleichung (I.) in bezng 
auf P tverden dann und nur dann durch die zu den Potenzen 

^n ^n-*| ^n— Jtj— Jt, ^n— (*i-f *, + .•• + *-) i 

gehöngen Punkte geliefert, wenn die Ordnungszahlen der Koeffizienten den 
Bedingungen 

r^,+*,+... +*. = «i + «2 -h ... + «f, (.•=i,2,...o 

^*.4.*. +... + *,+!+/> «1 + «2 + - + «,., + /^ C=i\ wU) 

geni'tyen, wo a^ eine nicht negative rationale ganze Zahl ist, tvährend die übrigen a 
positive ratiotude ganze Zahlen sind, welche noch die Ungleichungen 

IC. Kq tCg 

erfüllen. Die Puüeuxschen Zahlen der Gleichung werden der Beihe nach durch 
die Zahlen . 

K^ k^ kg 

gegeben. 



§ IIL 

1. Aus der Definition folgt, und das ist sehr wesentlich, da£ die 
charakteristischen Zahlen einer ganzen Größe w in bezug auf P unverändei^t 
bleiben, wenn an Stelle von (/') irgend ein Gattungsbereich zugrunde gelegt 
wird, der den Bereich (/') enthält. Es sei jetzt (/') ein Gattungsbereich, 
der sämtliche Bereiche, welche durch die Wurzeln 

(l.) w^'\w^\...w^''^ 

der Gleichung (I.) bestimmt werden, als untergeordnete Bereiche enthält. 
Es sollen in (/') die Zerlegungen bestehen:*) 

*) Die hier auftretenden Exponenten sind natürlich im allgemeinen nicht gleich 
den im § I auftretenden. 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 1. 4 
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(2) p=t'^^-i^ 

Es sind sonach die Ordnungen der Wurzeln /r^*' in bezug anf %,: 

(3.) „p) = , ' =e,y?r\ (?;.%';.::/) 

Aus dem vorhergehenden ist bekannt, daß Ii\^^ nur die Werte 






annehmen kann. 

2. ^yir werden heveisen, doß^ im Falle i konstant bleibt, die Anzahl 
jener Zahlen J{^i^\ welche den Wert / besitzen, gleich kj ist. 

Vorerst läßt sich beweisen, daß die Anzahl der Zahlen 7fJ^\ deren 
Wert ' ist, nicht kleiner als k^ sein kann. Wäre es nicht so, so würde 
aus der Theorie der symmetrischen Formen 

(4.) \>ct,e,, J^>ct, 

folgen, Avo /v, die Ordnung des Koeffizienten Cj.^ in bezug auf ^4^, bedeutet. 
Es ist jedoch 

(4*.) ^=1 = «" 

eine Relation, welche der vorletzten widerspricht. Nehmen wir an, es sei 
die fragliche Anzahl gleich 

Diese Annahme wird sich auch als unhaltbar erweisen, wenn nur nicht 

gesetzt wird. Es folgt nämlich jetzt ans der Theorie der symmetrischen 
Formen fllr die Ordnung des Koeffizienten 6'x^,+jt,H....i.^+, in bezug auf P: 

i\ y,„^...^,.^i -= = , • {k, + A-, + ••• + A,+ /) . 
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Und so würde sich aus den Ungleichungen 

die Ungleichung 

(5.) /Vi^,+-^v+'<"> + ^'^ + ••• + ^^+ ^?" 

ergeben. Die Relation (5.) widerspricht aber den Prämissen, nach welchen 

(5*0 ;w,+..-+v+'^«i + ^'^ + - + «^+ ^r^' 

ist. 

3. Wir werden jetzt eine vollständige Induktion anwenden. Sei die 
Anzahl jener Zahlen Ä}^^, welche den Wert -j} besitzen, gleich /:,, die An- 
zahl jener Zahlen 1^^\ welche den Wert ?- besitzen, gleich k^ usw.; die 
Anzahl jener Zahlen R\^\ welche den Wert ^^""- besitzen, gleich k^^^. Es 

ist vorerst die Anzahl jener Zahlen i^[^\ welche den Wert ^ besitzen, nicht 
kleiner als kj. Wäre das nämlich nicht der Fall, so würde sich aus der 
Theorie der symmetrischen Formen für die Ordnung des Koeffizienten 
c,,+t, +...+*. in bezug auf P 

ergeben im Widerspruche mit der Tatsache 

(6.*) n,^ *,+ ...+it,. = «i + «2 + - + «>. 

Nehmen wir an, daß die fragliche Anzahl gleich 

kj + -k^-\-l 

ist. Diese Annahme wird sich auch als unhaltbar erweisen, wenn nur nicht 

gesetzt wird. Es folgt jetzt nämlich aus der Theorie der symmetrischen 
Formen 

4* 
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nnd so wäre: 

(7.) r,,+...^,^.^....^,^+,<ai + «2 + ... + a^. + ... + ry^ + /-^^^^^ 

was jedoch der Prämisse 

(7*0 r,,^...^,.^.;.^,^^,>a, + «, + -- + «, + --H-«,+ /f^^ 

widerspricht. Es ist somit dargetan, daß die möglichen charakteristischen 
Zahlen in der Tat ohne Ausnahme auftreten. 



§IV. 

1. Sei irgend eine charakteristische Zahl der ganzen Größe w^ die 
den Gattungsbereich (/') bestimmt, in bezog auf die Größe P gleich 



(1.) 1 = 6%, 

wo a und k positive ganze rationale Zahlen bedeuten. Wenn noch im Sinne 
der Äquivalenz 

(2.) (a,k) = \ 

ausfällt, so ist der Grad des Bereiches nicht kleiner als die Za/ü k. Es 
bestehen nämlich im Bereiche (/') die Zerlegungen: 

woraus 

aik^^e^a 
folgt, daher wird nach (2.) 

(4) e, = (mod.Ä:), 

und so tritt unsere Behauptung in Evidenz. 

2. Wenn wir dieses Resultat verallgemeinern und mit dem vorher- 
gehenden kombinieren, erhalten wir den folgenden Satz. 

Wenn die Koeffizienten der Gleichung (I.) den im § II angefUhrteti 
Bedingungen geniigen und aiißerdem noch im Sinne der Äquivalenz 

(aijki)== 1 (i=i.2..,.,) 
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ausfällt, so sind die Grade der irreduzibleii Faktoren von der Gestalt: 

Es ist ferner 

wo die Kombinationen 

nur Zahlen aus der Reihe 

(S) 1,2, ...5 

enthalten, und zwar in solcher Weise, daß jede Zahl (ß) einmal und nur einmal 
unter den Kombinationen (K^ auftntt 

Wir erwähnen an dieser Stelle, daß es Herr Königsberger war, 
der zuerst die Gleichungen (L) behandelte; derselbe beschäftigte sich in 
mehreren Arbeiten eingehend mit den Reihenentwicklungen der algebraischen 
Funktionen.*) 

2. Der Beweis des vorigen Satzes enthält auch geometrische Elemente, 
welche bei der Bestimmung der Puiseux%c\iQn Zahlen auftraten. Jedoch kann 
die geometrische Vorstellung beim Beweise vermieden werden. Wir werden 
nämlich einen Hilfssatz herleiten um die möglichen charakteristischen Zahlen 
ohne Kenntnis der Fuiseux^Ghen Zahlen zu bestimmen.**) Der Satz ist der 
folgende. 

Wenn die Größe w die Gleichung 

(H.) ^« + C,^'-^ + - + C,^"-* + -+a = 

befriedigt, deren Koeffizienten ganze algebraische***) Größen sind^ welche dem 
holoiden Bereiche [(4), x,, o:,, ... a;„] oder [[l],a;i, a^j, ... a;J entstammen und 
die Gestalt 

besitzen, wo P eine rationale ganze Primgröße, C, eine ganze algebraische 



*) Die hier in Betracht kommende Arbeit befindet sich in diesem Journal Bd. 121, 
S. 320-359. 

**) Auch das Puiseux»c\iQ Verfahren kann rein arithmetisch gefaßt und begründet 
werden^ was anderswo ausgeführt werden soll. 
***) Also nicht notwendig rationale. 
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Größe des Bereiches und a eine nicht ne<jalive rationale (janze Zahl bedeuten^ 
dann ist 

(5.) ii;* = (mod. /^^). 

Besitzt ferner die Größe B im Bereiche (T), der durch w bestimmt wird, 
einen Brimfaktor ^ß^, in bezug auf welchen 

(6.) •;^^ = (mod.^^?„) 

und im Sinne der Äquivalenz 

(6*.) (('\.^J = l 

1 

ist^ so laßt sich in dem Bereiche, der durch die Größen w und B^ bestimmt wird, 
eine ganze Griße 1) finden^ die gegen 5ß„ relativ prim ist und die Eigenschttft 
aufweist, daß das Brodukt J)w eine Wurzel der Gleichung 

(ir.) .t-*+ ^JjiA-«-*-' + ^+2/M-*- + ... + -^^-/;-'-t = 

bildet. 

2. Um den Beweis zu leisten, dividieren wir die Gleichung (IL; 

dunjh viPV , man erhält: 

(7.) P.Y + ^.- (-'.-)'" + - + ?i (-'.)'" +•••+. % = 0. 

Da die Koeffizienten dieser Gleichung ganze Größen sind, erweist sich (5.) 
als richtig. Andererseits ist 

-a]+-a( a] + - + Ja ( ä) 

pkj ptXpkJ \ptj 

\pkj \ pi) \pk) 



n-k 



WO die ganzen Größen B und /) dem Bereiche (/"), der durch w und P* 
bestimmt wird, angehören. Das Ideal ^^^ ist natürlich auch im Bereiche (/*) 
enthalten, nur bleibt es eventuell kein Primideal. Es ist aber nach (6.) 
und (6*.) im Sinne der Äquivalenz 
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(8.) a^^»)=l. . 



W 



Es ist noch ferner die Größe ^ eine Wurzel der Gleichung 

/>* 

(9.) Ihf'^ + - "^^ 3/«-- + . . . + -.\ = 0, 

folglich genügt das Produkt Dw tatsächlich der Gleichung (H*). 

4. Durch mehrmalige Anwendung des soeben bewiesenen Hilfssatzes, 
worauf wir hier nicht weiter eingehen, ersieht man, daß die möglichen 
charakteristischen Zahlen der Wurzeln der Gleichung (I.) im Falle, daß die 
Ordnungen der Koeffizienten den bekannten Bedingungen genügen, gleich 
den Zahlen 






sind. Man bekommt sogar das scheinbar allgemeinere Resultat, daß dies 
auch dann bestehen bleibt, wenn nur 

ist. Jedoch ist dieses Resultat in Wirklichkeit in unseren früheren Sätzen 
enthalten. Wäre nämlich z. ß. 

«. ^ «2 ^ «3 

I 'i Z 

dann gehören nach § II die Eckpunkte der ersten Seite des Polygons zu 
den Potenzen 

Während der durch die Potenz c"~*» gelieferte Punkt auf der Seite liegt. 
Die betreffende /V2>(??Msche Zahl ist: 

«a _, «1 _ ?iL+_^a_ 

5. Wir wollen zum Schlüsse noch zeigen, auf welche Weise ein 
von Herrn Netto*) bewiesener Satz aus unseren Betrachtungen folgt. Der 
Satz lautet: 



*) Math. Annalen Bd. 48, 8. Bf). 
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Wenn in dem Polynome 

^" + CiZ'-' + - + c„.,^ + ... + c, 

alle Koeffizienten Ci dnrch j) teilbar sind^ c^_t aber durch keine höhere Potenz 
als die erste^ dann besitzt es einen irreduzibleii Faktor^ dessen Grad nicht 
kleiner als n — k ist. 

Nach den Voraussetzungen ist das P^m^Arsche Polygon in bezng auf 
p so beschaffen, daß die erste Paiseux^ah^ Zahl positiv und nicht größer als 
— . ist. Daraus folgt vorerst, daß für sämtliche charakteristischen Zahlen 

ei 
der Wurzeln 

ausfällt. Es existiert ferner ein Index t, in bezug auf welchen 

<M ^ J 

Ci =-^ n — k 

ist, woraus 

und so der zu beweisende Satz folgt. 
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Über Gleichungen ohne Aifekt. 

Von Herrn Michael Bauer in Budapest. 



1. Herr D. Tlilhert bewies zum ersten Male, daß im Bereiche der 
rationalen Zahlen unbegrenzt viele Gleichungen ri-ten Grades ohne Affekt 
existieren.*) Diese Tatsache ergibt sich auch aus den folgenden Betrach- 
tungen, welche sich auf die vorstehende Arbeit stutzen. Zu gleicher Zeit 
werden wir ein leichtes Verfahren zur Bildung solcher Gleichungen gewinnen. 

Der Untersuchung wird die Gleichung 

(I.) ^" + c,^«-' + ... + c, = 

zugrunde gelegt, deren Koeffizienten rationale ganze Größen des holoiden 
Bereiches [(-4), .r,, rj, ... .rj bezw. [[1], .^i, .^2, ... »^m] sind. Es seien die 
Wurzeln der Gleichung 

(1.) W^'\W^'\...XÜ^''\ 

es sei ferner N die Ordnung der n-buchstäbigen ("/a/omchen Gruppe der 
Gleichung, welche aus den Elementen 

(2.) . S,:=:l, N,,...Nv 

bestehe. Die Wurzeln (1.) bestimmen den (7(7/owschen Gattungsbereich (/'). 
Nun läßt sich nach bekannten Methoden feststellen, daß jede Primgröße P 
im Bereiche (/') eine Zerlegung von der Gestalt 

(3.) i^=(/7jj.)* 



*) Über die Irreduzibilität usw., dieses Journal Bd. 110, S. 104—129. Vergl. 
noch Weber: Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl., Bd. I, S. 652 — 65;'), ferner eine Arbeit von 
E. Maillet: Journal de Mathcmatiques V (1899), S. 205 — 216 und einen von Frobenius 
(Berl. Sitzungsber. 1896, S. 697) mitgeteilten Satz von DedekiruL 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 1. T) 
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besitzt, wo die Buchstaben }l, verscliiedene Primideale bezeichnen. Sämt- 
liche Primfaktoren werden aus irgend einem durch die Anwendung der 
Substitutionen (2.) erzeugt. Zu jedem Ideal J)< gehört eine Untergruppe, 
welche es unverändert läßt und deren Ordnung durch e teilbar ist. Ist daher q 
eine gewöhnliche Primzahl, welche die Bedingung 

(3'.) ^ = (mod.?) 

erfüllt, so sind die Ordnungen der eben erwähnten Untergruppen durch q 
teilbar, folglich enthalten dieselben nach dem Cauchy-Sylow^chen Satze 
Substitutionen von der Ordnung q. 

2. Nun werden wir den folgenden Satz beweisen. Sind die Piiiseux- 
sehen Zahlen der Gleichung (I.) in bezug auf die Primgröße P gleich 



WO 



aJj Afj A^— 9-fl 



ausfällt und unter den Zahlen kj eine gleich q, die übrigen dagegen gleich 
Eins sind; dann enthält die n-huchstäbige Galoissche Gruppe der Gleichung 
auch solche Üubstitutionenj ivelche aus einem einzigen q-lettrigen Zykel bestehen. 
Es sollen im Bereiche (/") die Zerlegungen: 

gelten. Dann existieren nach unseren Prämissen solche Indexe i und X, 
welche die Relation 

e q 

erfüllen, woraus 

^ = (mod. q) 

folgt. Infolgedessen enthält die Untergruppe, welche z. B. JJ, unverändert 
läßt, auch eine Substitution S von der Ordnung (/. Nun läßt sich dartun, 
daß kS aus einem einzigen ^-lettrigen Zykel besteht. Die Werte 

(5.) --, (Ä = l.S....n) 
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sind nämlich gleich den Zahlen (4.) und zwar ist k^ die Anzahl derjenigen 
Werte (5.), welche gleich ^^ sind. Hieraus folgt nach den Voraussetzungen, 
daß, wenn nur die Bezeichnung geeignet gewählt ist, unter den Wurzeln 

(1.) zr(%w;(%...w;(") 

die Wurzeln 

(1*.) tü^'\lO^\...lü^^^ 

durch dieselbe Potenz von $i, teilbar sind, dagegen sämtliche übrigen Wurzeln 

von einander verschiedene Potenzen von }!, enthalten. Da die Substitution S 
die Wurzeln w^^^ in einander, das Ideal jJi in sich selbst überfuhrt und da 
noch q eine Primzahl ist, so ist evident, daß *S die angegebene Gestalt besitzt. 
3. Nun ist es leicht, Gleichungen ohne Affekt zu bilden. Es sei vor- 
erst n eine Primzahl. Wir sorgen zuerst dafür, daß die Gleichung (I.) 
irreduzibel ist; z. B. dadurch, daß sie in bezug auf die Primgröße l\ die 
einzige Piiiseux^oii^ Zahl 

^, («,7i)=l, «>0 

besitze. Dann aber sorgen wir dafür, daß die Gruppe (2.) eine Transposition 
enthält. Dies wird erfüllt, wenn die Paiseux%c^itti Zahlen der Gleichung in 
bezug auf eine Primgröße Pj gleich den Zahlen (4.) gewählt werden und 
9 = 2 gesetzt wird. Ist der Grad n keine Primzahl, so muß noch die 
Primitivität der Gruppe gesichert werden. Das wird aber sicher erreicht, 
wenn sie z. B. Substitutionen, bestehend aus einem einzigen ^-lettrigen Zykel, 
enthält, wo die Primzahl q der Bedingung 

genügt. Diese letzte Ungleichung kann nach einem Satze von Tchebichef 
erfüllt werden, und nach den vorigen kann man die Existenz einer solchen 
Substitution in der Gruppe in der Tat erreichen. 
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Untersuchungen über die geodätische Abbildung 
zweier Flächen konstanten Krümmungsmaßes auf 

einander. 

Von Herrn Rvdolf Rothe in Charlottonburg. 



Uie Aufgabe, zwei Flächen konstanten Krümmungsmaßes so auf 
einander abzubilden, daß den geodätischen Linien der einen Fläche die der 
anderen entsprechen, ist durch den bekannten Satz von Beltrami*) vollständig 
gelöst, nach welchem eine jede solche Fläche auf eine Ebene derart ab- 
gebildet werden kann, daß den geodätischen Linien der Fläche die Geraden 
der Ebene entsprechen. Man hat danach zur Lösung der obigen Aufgabe 
die beiden Flächen auf je eine Ebene im Belti^amhchen Sinne abzubilden, 
und die beiden Ebenen in allgemeinster Weise auf einander projektivisch 
zu beziehen. 

Bei näherer Betrachtung dieser Aufgabe zeigt sich, daß der bei dem 
allgemeinen Problem zurücktretende Unterschied zwischen den Flächen mit 
euklidischer Geometrie (von verschwindendem Krümmungsmaß) und denen 
mit sphärischer oder pseudosphärischer Geometrie wieder deutlich hervortritt, 
sobald die Art der geodätischen Abbildung näher spezialisiert wird. 

Von diesem Gesichtspunkte aus sind die nachstehenden Untersuchungen 
angestellt. Ihren Ausgangspunkt bildet der Satz von Dini**) daß eine reelle 
Fläche stets und nur dann eine geodätische Abbildung auf eine andere 
Fläche zuläßt, wenn sie zu den Lioitville^chen Flächen gehört, d. h. wenn 
ihr Linienelemeut auf die Form 



V(f/-.F)(^/^^H(/^;^) 



*) E. Beltrami, Annali di Matematica (1) 7, 18(>6, p. 185. 
**) U. Dim) Anuali di Matcinatica (2) 8, 18G9, p. 269. 
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gebracht werden kann. Bei der Anwendung dieses Satzes auf die Flächen 
konstanten Kriimmungsmaßes ist man somit zunächst vor die Aufgabe ge- 
stellt, in allgemeinster Weise das Linienelement der Flächen konstanten 
Krümmungsmaßes auf die vorstehende Form zu bringen. Diese Aufgabe 
ist von Herrn Darbonx*) gelegentlich einer die Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen betreffenden Frage vollständig gelöst worden; jedoch ist 
bereits in der Arbeit des Herrn //. A. Schwarz**) über die konforme Ab- 
bildung einer Halbkugel auf ein Rechteck die in Rede stehende Form des 
Linienelements der Kugel in allgemeinster Weise angegeben. Im folgenden 
wird noch einmal auf diese Aufgabe eingegangen, sodann der analytische 
Zusammenhang mit der geodätischen Bildfläche in den Kreis der Betrach- 
tungen gezogen und ferner die Untersuchung auf die Kurven von kon- 
stanter geodätischer Krümmung ausgedehnt. 

Unter der Bezeichnung ^Fläche" schlechtweg sollen solche hinreichend 
begrenzten reellen FlächenstUcke verstanden werden, welche im Innern und 
im allgemeinen auch an der Begrenzung singularitätenfrei sind. Sie sollen 
auf einander geodätisch abgebildet heißen, wenn die Gesamtheit der geo- 
dätischen Linien der einen Fläche der Gesamtheit der geodätischen Linien 
der anderen Fläche entspricht; auf einander abwickelbare Flächen werden 
aber von der Betrachtung ausgeschlossen. 



I. 

Aus den Untersuchungen des Herrn J}ini geht hervor, daß, wenn 
zwei Flächen (5) und (fj') auf einander geodätisch abgebildet werden 
können, es stets möglich ist, die Quadrate ihrer Linicnelemente auf die 
Formen 

(1.) dl' = (U^V)(du'-\dv'), 



W ,ir-=(i-,',)(i'«' + .'^-) 



*) G, Darfmix, Theorie generale des surfaces, t. II. p. 211. — Maa vorgleiche 
ferner hierzu die von Herrn G. Koeniys mitgeteilte Tabelle II seiner Abhandlung Sur 
los gcodi'siques a integrales quadratiques, welche dorn Darbotu^ck^w Werke als Note II 
angehängt ist (t IV, p. 379). 

**) H, A. Schwarz, Göttinger Nachr. 1883, S. 51, Gesammelte Abhandlungen II, 
S. 320. 
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ZU bringen, unter U, V zwei von u bzw. v allein abhängige reelle Funk- 
tionen verstanden, von denen keine beständig gleich Null ist. Vermöge der 
Substitution 

geht die eine Fläche in die andere über. 

Wie Herr Darboux*) bemerkt hat, kann auf die Fläche (5) außer 
der Fläche (5') vom Linienelement dT jede Fläche (fj) geodätisch ab- 
gebildet werden, für welche das Quadrat des Linienelements die Form 

(3.) äl'^i^^-^^i^^^Jf^ 

besitzt, unter h eine beliebige Konstante verstanden; dl ist im allgemeinen 
von dl' verschieden. 

Jede dieser Flächen (5) soll als geodätisches Bild von (5) bezeichnet 
werden. 

Werden vier Funktionen ii, v, U, V vermöge der Gleichungen 

/^ N _ _ r idu - — r idv 

(5.) ^+Ä=-^^, ^+Ä = ^ 

eingeführt, unter ?/u, t;„, ?7„, y,„ h beliebige Konstanten verstanden, so ent- 
stehen an Stelle der Formeln (L) und (3.) die folgenden: 

d?^(0-V){dÄß\dv^), 

dP=^(J-^-^- ^ -V ^-.+ J^^^ 

VF + A U+hy\U+h F+A/' 

sie lassen erkennen, daß die Beziehung der Flächen (5) und (5) auf ein- 
ander eine wechselseitige ist. 

Bedeutet k das Gauß^chQ KrUmmungsmaß der Fläche ($), so gilt 
die Formel 

(6.) 2A:(f/-I0'= f/'' + F'^-((/-F)(C^"- F"), 



*) a. a. 0. III, S. 51. 
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in der unter U\ U'\ V\ F" die Ableitungen der Funktionen U, V nach den 
Argumenten u, v verstanden werden. 

Das in den Formeln (1.) und (3.) auftretende krummlinige Koordi- 
natensystem (u, v) entspricht bei der geodätischen Abbildung sich selbst; 
nach einem Satze von Tissot*) auf den sich die Dtiitsche Beweisführung 
stutzt, gibt es kein zweites derartiges Orthogonalsystem. 

Zu den Flächen, welche eine wechselseitige geodätische Abbildung 
zulassen, gehören die Biegungen der Rotationsflächen, nämlich in dem Fall, 
wenn eine der beiden Funktionen £/, V einer Konstanten gleich ist Ist z. B. 
V konstant, so stellen die Koordinatenlinien v = konst. eine Schar von geo- 
dätischen Linien dar, das System {n, v) ist das orthogonal-geodätische System 
der Meridiane und Breitenkreise. 

Nach diesen Vorbemerkungen sollen die Bedingungen aufgestellt 
werden, denen die Funktionen U, V zu unterwerfen sind, damit die Fläche (5) 
konstantes KrUmmungsmaß besitze. 

In diesem Falle muß die Gleichung (6.) für einen beliebig gegebenen 
konstanten Wert von k erfüllt sein, der positiv oder negativ sein kann, aber 
als von Null verschieden vorausgesetzt wird. Durch Differentiation nach u 
und sodann nach v ergibt sich aus der erwähnten Gleichung 

Man nehme nun zunäclist an, daß keine der beiden Funktionen U\ V für 
alle Werte ihres Argiunents gleich Null sei: durch diese Annahme werden 
diejenigen Fälle, in denen das Linienelement die den Rotationsflächen zu- 
kommende Form annimmt, von der Betrachtung vorläufig ausgeschlossen. 
Unter dieser Voraussetzung folgt aus der vorstehenden Gleichung die weitere 

^+l2kU=:^^ + 12kV, 

welche nur bestehen kann, wenn die auf der linken und die auf der rechten 
Seite stehenden Größen einer und derselben reellen Konstanten gleich sind, 
welche mit 12c bezeichnet werden soll. Auf diese Weise ergibt sich für 
jede der beiden Funktionen U(u), V(v) eine Differentialgleichung, welche 
eine zweimalige Quadratur zuläßt. 



*) A, Tüsot, Comptes rendus 49, 1859, p. 673. 
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U'' = - 4k U'+I2c U' + CU+ 4;f , F'^ = U V - 12c V + C F+ 4;f', 

unter C,C\xjx' reelle Integrationskonstanten verstanden. Durch P^insetzen 
dieser Werte für U\ U'\ V\ V* in die Ausgangsgleichung (6.) überzeugt man 
sich, daß die Integrationskonstanten den Bedingungen 

zu unterwerfen sind. Die Funktionen C/, V genügen also den Gleichungen 

(7.) U" = -4:kU'+l2cU' + 4x, 

(8.) r^ = + 4/:r^~12cP-4;f, 

von denen die zweite aus der ersten dadurch hervorgeht, daß U durch T, 
n. durch iv ersetzt wird. 

Die Aufgabe, das Quadrat des Linienelements der Flächen konstanten 
Krümmungsmaßes in allgemeinster Weise in der LioHvi/le^c]\en Form zu be- 
stimmen, fuhrt also auf elliptische Funktionen. 

Für das Folgende bediene ich mich hinsichtlich des Gebrauchs der 
elliptischen Funktionen der Theorie und Bezeichnungsweise von Weierstvaß 
und führe demnach drei Größen s,g2,f/j durch die Gleichungen 

(9.) s^^-kU+c, 

(10.) 9.-=l2c\ 

(11.) .(/3 = -8c'-4F;f 

in die Rechnung ein, was stets möglich ist, solange k, wie vorausgesetzt 
wurde, nicht verschwindet. Hierdurch geht aus der Gleichung (7.) die nach- 
stehende hervor 



O'-*"- 



•^2-^-5^3> 



durch welche die elliptische Funktion s = pu=^j{n: g.^, g^) definiert wird. 
Dabei ist eine zum Argument u additiv hinzutretende Konstante unterdrückt 
worden, was hier ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit geschehen kann. 
Danach wird 

(12.) c—U-^ + l^ r=-jK^,0+^. 
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Die additive Konstante ^ ist nach dem oben gesagten für den Wert der 
Größen L\ V nicht wesentlich. 

Die allgemeinste Lioiinllesche Form des Quadrats des Linienelements 
einer Fläche von konstantem Krümmungsmaß k ist daher 

(13.) ^^' = - T (^^' - i^ (**'0) {dii" + dv'') , 

nnter pv, eine Pefunktion mit beliebigen, vom Krümmungsmaß unabh'ingig 

zu wählenden Invarianten verstanden. 

Da übrigens die Konstanten c und x stets reelle Werte annehmen 
sollen, so sind auch die Invarianten ^255^3 stets reell, daher ist auch pn für 
reelle Werte von n stets reell, und da die Pefunktion eine gerade Funktion 
ihres Arguments ist, auch p (iv) für reelle Werte von ?' . Verändert man den 
Maßstab der Variablen ?/, v, d. h. ersetzt man 

^, ^, 92, 9z 
durch 



U V 



.^* /. /»^<i > 



m^ m^ cfo ifs^ 



WO m eine Konstante bedeutet, so ändert sich die Pefunktion vermöge der 
Formel 



um den konstanten Faktor m^, während das Quadrat des Linienelements 
selbst unverändert bleibt. 

Nun gilt für die Pefunktion das Additionstheorem 

(14.) ^(w + tv,) - p(w - «,) = - ^;^ . 

Führt man also an Stelle der reellen Veränderlichen ?/, v die konjugiert- 
komplexen 

u — iv = 2 u\ 

ein, so geht zufolge der vorstehenden Formel (14.) das Quadrat des Linien- 
elements der betrachteten Fläche in die Form 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 1. 6 
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k {si>w—(pwy 
über und wird weiter durch die Substitution 

auf die bekannte Form 

(10.) dW^T 



transformiert. Diese stellt eine konforme Abbildung der Fläche auf die 
Ebene der komplexen Variablen « derart dar, daß den geodätischen Linien 
die Kreise 

entspreclien, woraus folgt, daß bei der Darstellung der Fläche durcli die 
Parameter u^v die geodätischen Linien durch die Gleichung 



gegeben sind; />, q bezw. n, h bedeuten die Parameter der geodätischen Linien. 
Andrerseits wird durch Einführung der Sigmafunktion vermöge der 
Formel 

, . V oOii + iv) a (u — t r) 

das Quadrat des Linienelements in der Form 

dr = -.- -^ --^--irr-rr ^ (dir + dv') 
k o u a (tv) ^ ^ 

erhalten. 

Nun ist Herr IL /1. Schivarz*) bei der Lösung der Aufgabe, die Fläche 

eines ebenen Rechtecks auf die Fläche einer Halbkugel konform abzubilden, 

zu nachstehender Form des Quadrats des Linienelements der Kugel gelangt: 

Es läßt sich zeigen, daß diese Form auf die vorstehende zurückgeführt 
werden kann. Damit ist dann aber bewiesen, daß die Aufgabe, die Fläche 



*) (lesammelte Abhandlungen !!, S. 324. 



Rotke^ Untersuchunffen über du geodätische Abbildung zweier Flächen icsw. 43 

einer Halbkugel auf die Fläche eines Rechtecks konform abzubilden, identisch 
ist mit derjenigen, alle Linienelemente der Flächen konstanter Krümmung 
in allgemeinster Weise zu ermitteln, welche die Lionvt/le^chQ Form besitzen.*) 
Jene Zurückfuhrung ist nun in der Tat mit Hilfe der Transformationsformeln 
der Sigmafunktionen leicht ausführbar. Bezeichnet man nämlich, wie es in 
der Theorie von Weierstraß üblich ist, mit 2(jy, 2ü>' ein primitives Perioden- 
paar des Arguments der Pefunktion und setzt 

a," = a> + a>', V'=-M. 

V r=2v s 

t ' 

80 bestehen folgende Formeln**) 

a (/^ + e>) == - ^^'?''^^"' ^ ^-•+-'') . a (2 /A* + 2 iV*) , 
n {u ~ ir) = a (2 ic^ - 2 iv*) , 

rT(i/0 = ^"'"'^'-a^«"-^2(2nO, 
wo Ä^ = (t*i — e,) (^1— ^^j) gesetzt ist Daraus folgt 

n (u -f * r) (a — i o) _ , ..^ o (2 u* -f 2 i r*) a (2 u* — 2 / v*) 
a'uö'(ic)^ ^ ay(2i?)af(2/0" ' 

Setzt man also k = ^ entsprechend der von Herrn Schwarz gemachten An- 
nahme über die Größe des Radius der Halbkugel, so ergibt sich mit Hilfe 
der vorstehenden Transformationen unmittelbar die Übereinstimmung der 



*) Der Zusaramonhang dieses Problems mit der Schwarzsehen Abbildungsaufgabe 
ist übrigens, so nahe er liegt, anscheinend nirgends bemerkt worden. 

**) Man erhält sie leicht aus den Gleichungen der Artikel 18 und 22 der „Formeln 
und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen^ von H. A. Schwai^, 2. Ausgabe. 

6* 
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Liuienelemente dl und dl*. Durch den Zusammenhang mit der von Herrn 
Schwarz behandelten Aufgabe ist daher auch die geometrische Bedeutung 
der im Linieuelement dl auftretenden Pefuuktion klargestellt. 



IT. 

Ich untersuche nun den analytischen Zusammenhang zweier auf ein- 
ander geodätisch abgebildeten Flächen konstanten KrUmmungsmai3es. 

Nach dem oben gesagten gehören zu jeder Fläche (5) von kon- 
stantem Krilmmungsmai^ unendlich viele geodätische Bildflächen (^), welche 
von einem Parameter h abhängen. Sei (5') die zum Parameter h = ge- 
hörige geodätische Bildiläche. In Obereinstimmung mit einem bekannten 
Satze von Herrn Dini ist es leicht, zu zeigen, daß auch das Krümmungs- 
maß k' dieser Fläche einen konstanten Wert hat, welcher mit dem Wert der 
Konstanten x (Gleichung (11.)) übereinstimmt. 

Es empfiehlt sich jedoch von vornherein aus Symmetriegründen, den 
Parameter h auch für die Fläche (5) in die Rechnung einzuführen. Zu 
dem Zweck mache man die Substitution 

(16.) Vi = U+h, 5ß = F+A, 

durch welche das Linienelement der Fläche (5) ungeändert bleibt; dann 
genügen die Funktionen U, 58 zufolge der Gleichungen (7.) und (8.) den 
Differentialgleichungen 

(17.) U'^ =- 4Ä: U^+ 12^0 U'- 12^0 U + 4^, 

(18.) »'^= + U^' - 125uS8H 125^3^ -4Ä;, 

wobei 

5y = — /iA;+ c, 

s^i = h^k^2ch^ 

k =-Ä:/iH3cAH;f 

gesetzt und der vorstehende Wert von k mit dem Krümmungsmaß der 

Fläche (^) identisch ist. 

Man kann nunmehr durch die Gleichung 

(19.) 5-5„ = -Ä;U 
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die elliptische Funktion s = p(u] g.^^g^) in die Rechnung einführen, deren 
Invarianten bei passender Wahl des Maßstabes der Variablen UyV die Werte 

\ (73 = 1250^0^ — 8^3 — 4F^ 

besitzen; diese sind von den vorher durch die Gleichungen (10.) und (11.) 
gegebenen nicht verschieden, also von der Wahl der Konstanten h unab- 
hängig, wie schon daraus hervorgeht, daß die Substitution (16.) eine 
lineare ist. 

Es sei iVii eine Nullstelle der Funktion U; zufolge der Gleichung (19.) 
ist dann 

»^(^Vj 92^9^ = ^-0, 

und weil aus den vorstehenden Formeln (20.) die Relation 

folgt, so ist 

F'(^ü;5^2,i/3) = -2Ä:VÄ. 

Der Wert u\) kann daher nicht mit einer der Halbperioden des Arguments 
von f^u übereinstimmen, denn sonst wäre k oder k gleich Null gegen die 
Voraussetzung. Wegen der Gleichung 

p(iv) — SQ = ^k^ 

ist ^*^ eine Nullstelle der Funktion 93. Setzt msLW u + io = iv^ so kann man, 
da die Invarianten ^2, 9z reelle Werte besitzen, stets ein Paar primitive Halb- 
perioden W|, W3 des Arguments iv so auswählen, daß entweder die Punkte 
0, cü,, cü2 = coi-t- CÜ3, CO3 oder die Punkte 0, 0^2, 2^3, Wj — Wj die Ecken eines 
Rechtecks der Ebene der komplexen Variablen ic bilden. Da den Punkten 
der Begrenzung dieses Rechtecks und nur diesen die reellen Werte von pw 
entsprechen, so ist auch z^o notwendig auf dieser Begrenzung gelegen. 
Durch die Substitutionen (4.) und (5.) 

geht das Quadrat des Linienelements der Fläche ($) in die Form 
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über; demnach geiiiigeii aiic]i die Funktionen U, 3j je einer Differential- 
gleichung von der Form 

ir = - 4/; Ü' + 12 /o W - 12r^ Ü + 4 A- , 
S8''= 4Ä-5^^-12r.,«^+12r^g5~4A', 

unter /•„, /„ konstante Koeffizienten verstanden, deren Werte sich dadurch 
bestimmen, daü die obige Substitution auf die Gleichungen (17.) und (18.) 
ausgeübt wird. Man findet 

/ = ^o j ^ü ^^ ^u • 

Die Invarianten der vorstehenden Differentialgleichungen ergeben sich daher 
bei passender Wahl des Mai3stabs der Variablen w-, i\ den Formeln (20.) 
entsprechend, zu 

I //,= 12 (:<??, -U), 

(21.) 

I ^j = 12 -s, s,, k - 8.^0 - 4Ä- /•. 

Setzt man daher 

s — ^1, = — k U , 

so ist auch ^' = y>'' = y^(''; ^2,^/3) eine WeierstrußwlkQ Pefunktion. Aus den 
Gleichungen (21.) wird wie oben gefolgert, dafi es einen der Begrenzung 
des aus Halbperioden gebildeten Rechtecks (0, Wj, cöi, c5j) bezw. (0, cw^j, 2cü3, 
cöj - cS,) angehörigen Wert n\i des Arguments der Funktion ^) von der Be- 
schaffenheit gibt, dafi er eine Nullstelle der Funktion U darstellt und gleich- 
zeitig den Gleichungen 

Genüge leistet. 

Weil die Funktionen U, U und $, ^^ zu einander reziprok sind, so 
ergibt sich, daß der durch die geodätisc^he Abbildung vermittelte Zusammen- 
hang der beiden Flächen (5) und (5) analytisch durch die Formeln 

(y 0'«'; 9zj !/0 - '>^u) (f (* «s ^2, i/3) - ^ü) = ^•^* 
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ausgedrückt wird. Zwischen den Invarianten der beiden Pefanktionen und 
den Krümmangsmaäen der beiden Flächen bestehen dabei vermöge der 
Formeln (20.) und (21.) gewisse Relationen, auf welche zunächst noch 
näher einzugehen ist 

Denkt man sich die Konstanten k und k gegeben, so sind zufolge 
der Gleichungen (20.) und (21.) die vier Invarianten grj, 5^3, ^27^3 Funktionen 
der beiden Parameter 5,„S„. Es mllssen also zwischen den vier Größen 
921 ffii 92^93 zwei von einander unabhängige Relationen bestehen. Um die- 
selben aufstellen zu können, berechne man zuerst die absolute Invariante 

Man erhält aus den Gleichungen (20.) 

0^27 k' '{34^l^^slk^ ^s^k-- k' /^' + 6s,s^kk). 

Der in den Klammern stehende Ausdruck ergibt sich aber durch Addition 
folgender Aggregate: 

3 

3 .vi) .s^l - '-i ^0 k - 3.v;, /• + * +3 >\, .9,, kk = ^j, (/., g., , 

♦ - sl k-^ * — ,^ F F + \^Sy, .y„ kk = -^- g^ k, 

* +• ♦ - >n^--.^^:' /•' + !, •'>u^S.^'^' = -^-i/3^^ 
so daß man 

(22.) 0=^lk?{g,k^yg,g,+g,k) 

erhält. Da der in der Klammer stehende Ausdruck sich nicht ändert, wenn 
Ä'„ mit .v,„ k mit A:, g^ mit g^^ g^ mit g^ vertauscht werden, d. h. wenn man 
von der Fläche (5) zur geodätischen Bildfläche (^) übergeht, so folgt fUr 
die absolute Invariante 0= -.r.(j/l'-21 gl) der Wert 

(23.) f^-^^^^'^^\9^k^'l9^9^ + 9^'^) 

und mithin die Relation 

(24.) G:0^k':k\ 
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Wenn daher zwei Flächen konstanten Krlimraungsmaßes auf einander geo- 
dätisch abgebildet werden, so kann stets durch eine passende Wahl des Maß- 
stabs bewirkt werden, daß die absoluten Invarianten der die Abbildung ver- 
mittelnden Pefunktionen sich verhalten wie die Quadrate der Krlimmungsmaße. 
Es soll nun nachgewiesen werden, daß die vorstehenden, zwischen 
den Pefunktionen und ihren Invarianten bestehenden Relationen inhaltlich 
Übereinstimmen mit folgenden Festsetzungen. 

1. Unter der Voraussetzung^ daß die Funktionen s = pw und s = ^w 
reelle Invarianten besitzen^ soll jedern auf der Begrenzung eines zum Argu- 
ment w gehörigen Halbperioden- Parallelogramms gelegenen Punkte ein Punkt 
der Begrenzung eines zum Argument w gehöiigen HalbpeHoden- Parallelogramms 
in dei' Weise entspreclien, daß die zugehöngen Funktionsiverte eindeutig und 
eindeutig uinkehrbar auf einander bezogen sind. 

Hieraus folgt zunächst, daß die Periodenparallelogramme Rechtecke 
sind, und daß jedem Punkte und nur solchem, welcher den Begrenzungen der 
aus den Halbperioden gebildeten Rechtecke angehört, ein reeller Wert der 
Pefunktion entspricht. Ferner ergibt sich hieraus fllr reelle Werte von s, s 
das Bestehen einer Relation von der Form 

as + b 
^ = — hi- 

€8'\-d 

mit reellen Koeffizienten. 

2. Dem Werte ?r = , für welchen die Funktion s^pw unendlich groß 
wird, soll ein von Null verschiedener Wert w = u\) entsprechen, für den die 
Funktion piv einen endlichen Wert's^ annimmt; dem Werte w = soll der von 
Null verschiedene Wert tu = zri, entspreclien, für den jp ?r„ = 5„ wird. 

Hieraus folgt, da die Punkte o^o^^o ^uf den Begrenzungen der Halb- 
perioden-Rechtecke gelegen sind, daß 5o,S„ reelle Werte besitzen und die 
obige Relation also die Form 

(25.) {s^s,)Q--s,) = C 

annimmt, unter C eine reelle Konstante verstanden. 

3. Die Gesamtheit der übrigen drei Ecken (die Ecke aufgeschlossen) 
des einen Halbperioden-Rechtecks soll der Gesamtheit der übngen drei Ecken 
des anderen entsprechen. 

Es seien 2coi, 2o)^ bezw. 2aj»,, 2äi3 zwei primitive Periodenpaare der 
Argumente ic bezw. w. Der Einfachheit wegen werde angenommen, daß 
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Wi, cüj reelle, 0^3, ^3 rein imaginäre Werte haben, und bemerkt, daß sich der 
andere Fall, wo co^, (o^ and cö}, cJj konjagiert-komplexe Zahlen sind, in 
entsprechender Weise behandeln läßt. Dann sind die Werte w = cü^^ 
co2 = cüi4-«>3, CO3 bzw. ?r = üii, tÖ2 = (5i + tü3, CÖ3 die in Rede stehenden Ecken 
der Halbperioden-Rechtecke. Ist pioi = Ci^ pu)^ = ej^ (A = 1, 2, 3), so bestehen 
demnach drei Gleichungen von der Form 

(^i-'^u)(<^';.-'^o) = C. (i, ^ = 1,2.3) 

Setzt man 

(^l-.9„) 0^2-5„) (i3-5„) = -C.^, 

so folgt 

Erfüllt man ferner durch diese Gleichungen, denen die Größen ei^ e^ ge- 
nügen, die Relationen 

^1 + ^2 + ^3 =0, ^1 + ^2 + ^3 =0, 

^1^2+^2^3+^3^l = ~45^2, <^I^^2 + ^2^3+^3<^l=-4^2, 

_ 1 __ 1 ^ 

^1^2 ^3 — 4.^3? ^1^2 ^3 — 4/735 

SO ergeben sich nach einer kurzen Umformung für die Invarianten der 
Pefunktionen die durch die Gleichungen (20.) und (21.) definierten Werte. 
Man kann nun weiter stets durch eine geeignete Wahl des Maßstabs 
der beiden Ebenen w^ w bewirken, daß die Konstanten /', k gegebene Werte 
erhalten, also auch den Krümmungsmaßen der Flächen, welche auf ein- 
ander geodätisch bezogen sind, gleich werden. Denn ersetzt man ic durch 
", w durch — , unter w,v\ passend gewählte, reelle oder rein imaginäre 
Konstanten verstanden, so ergibt sich auf Grund der Formel 

folgende Reihe von Substitutionen 

s II s vi\ s,, II .9„m', r/, II g^ m\ g^ !l g^ m'\ 
s II s iff, s,, II A'o m\ g^ II .72 '^n\ fh II fh 'fn'\ 

CWmhnH' kW'^lk, /:||^;L 
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Man kann demnach stets durch geeignete Wahl der Konstanten ?w, in her- 
beiführen, daß k, k vorgeschriebene Werte annehmen. 

Es sei w = 2( + {v, iv = Ti + iv: für die auf der Begrenzung der Halb- 
perioden-Rechtecke liegenden Punkte nehmen w, w folgende Werte an: 

lö = iv\ iii = ü7j -f z 17, < i^< töj . 

Im allgemeinen entsprechen daher nach der Formel (25.) reellen bzw. rein 
imaginären Werten von iv nicht reelle bzw. rein imaginäre Werte von w^ 
wohl aber solche, welche sich von diesen nur um additive Konstanten oder 
dadurch unterscheiden, daß u mit iv oder n mit ir vertauscht ist, d. h. der 
Maßstab im Verhältnis 1 : ^ geändert ist. Diese Möglichkeiten sind aber aus- 
drücklich vorgesehen. 

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich nunmehr in folgender Form 
zusammenfassen. 

Wen7i Zivei reelle Flächen konstanten Krilmmungsmaßes auf ein- 
ander geodätisch abgebildet irerden, so entsprechest — abgesehen von dem 
Falle, in welchem die Linienelemente auf die den Rotationsflächen zu- 
kommende Form gebracht sind — einander zwei solche Orthogonalsysteme 
von Kurven, welche eine konforme Abbildung eines passend begrenzten 
Stückes jeder Fläche auf je ein Rechteck bewerkstelligen. Diese konforme 
Abbildung wird nach den Ergebnissen von Herrn H. A. Schwarz durch 
je eine Pefunktion mit reellen Invarianten vermittelt. Die Punkte der 
Begrenzungen der beiden Rechtecke sind in der Weise auf einander be- 
zogen, daß den zugehörigen Werten der einen Pefunktion die der anderen 
eindeutig und eindeutig umkehrbar entsprechen. Die drei Ecken des einen 
Rechtecks, für welche die eine Pefunktion endliche Werte besitzt, ent- 
sprechen den drei Ecken des anderen von derselben ßtschaffenheit: die 
vierte Ecke, für welche die Funktion unendlich groß wird, entspricht 
nicht der vierten Ecke des anderen Rechtecks. — 

Aus den im vorstehenden entwickelten allgemeinen Formeln ergeben 
sich nun eine Reihe spezieller Folgerungen dadurch, daß die Invarianten 
!hi !h^ 9i^ Öl bestimmten Bedingungen unterworfen werden. Solange hierbei 
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die Gleichungen (22.) und (23.) für beliebige Werte von k, k gültig bleiben, 
wird dureli diese Bedingungen die Allgemeinheit der Fläche nicht ein- 
geschränkt. 

Man kann y^^ (h »o wählen, daß die absolute Invariante G ver- 
schwindet Dann verschwindet zufolge der Gleichung (24.) auch (/, und 
es besteht die Formel 

Bezeichnet man daher mit v und y zwei reelle Zahlen, welche durch die 
Beziehung 

(26.) 21/^ + 31/^^2^^ = 

verknüpft sind, so erfüllen die Werte 

jj,:^Sv'kVkk', y.^v'k'k 

die gemachten Voraussetzungen. 

In dem betrachteten Falle, in welchem G verschwindet, läßt die 
Pefuuktiou sich bekanntlich auf trigonometrische Funktionen zurückfuhren, 
und man erhält das Quadrat des Linienelements in der Form 

welche der konformen Abbildung auf einen Streifen entspricht. 

In dem weiteren Grenzfall, in welchem fj^ und 73 identisch gleich 
Null sind, folgt aus den vorstehenden Formeln, daß auch (j^ und ji^ gleich 
Null sein müssen. Ferner wird if)u=l\u^\ daher lautet das Quadrat des 
Linienelements der Fläche (5) 

1/1 . 1 



^^' = -Ki+rO(rf'''' + ^''^*0. 



Die Konstante jy„ erhält den Wert ^/l^k. Zur Fläche (^) geht mau daher 
zufolge der Gleichung 

1 iN/l 1 
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oder da 

zufolge der Gleichung 

(27.) ";+^*:-=i 

und der Gleichung 

über. Unter der Voraassetzong, daß die Variablen u, v diesen Bedingungen 
entsprechend gewählt werden, stellt die Formel 



dl 



— \(.h^ + l^^d'^^^^') 



das Quadrat des IJnienelements einer Fläche (5) dar, welche ein geodäti- 
sches Bild der Fläche {%) ist. 

Die Gleichungen (27.) und (28.) sind von selbst erfüllt, wenn man 

u = 1^0 cos (/), iv = it\t sin y/, 

Ti = ü;„ sin (p , iv = i/;,, cos */' 
setzt; dann wird 

dP^ — -,(-. ;-, ) (sin^ ifi dip^ — cos^ \l) d w^) , 

k Neos' g> sin ip^ ^ ^ ^ y r yi 

dp = - 1 (— , rV) (sin' V^dip'- cos' (p (l(p^) . 

Die vorstehenden Gleichungen^ deren rechte Seiten durch Ver- 
tauschung von k mit k, (p mit tfj aus einander hervorgehen, stellen daher 
stets die Linienelemente zweier geodätisch auf ei)iander abgebildeten Flächen 
von konstanter Krümmung dar. 

Beiläufig sei erwähnt, da£ sich bei Anwendung der Variablen 9), yj 
die geodätischen Linien beider Flächen bezüglich durch die Gleichungen 

(cos^ (p — sin^ rpy + C (cos^ (p + sin^ y;) + C = , 
(cos' yj - sin' y)' + T (cos' 1// + sin' (p) + C' = 

ermitteln lassen. Diese beiden Gleichungen gehen, wenn die willkürlichen 
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Konstanten C\ (", ( ', C' durch die Relationen 

verbunden werden, aus einander naturgemäß ebenfalls durch Vertauschung 
von (p mit ^ hervor. 



III. 

Ich ergänze jetzt die vorstehenden Untersuchungen hinsichtlich des 
bisher ausgeschlossenen Falles, in welchem die Linienelemente der betrach- 
teten Flächen konstanten Krlimmungsmaßes von vornherein auf diejenige 
Form gebracht sind, welche sie als Biegungen von Umdrehungsflächen 
kennzeichnet. Dies ist bekanntlich stets möglich. Jedes der beiden, nach 
dem 7'moftichen Satz einander entsprechenden Orthogonalsysteme ist dann 
aus einer Schar geodätischer Linien und der Schar ihrer orthogonalen 
Trajektorien zusammengesetzt. Ich werde nun zeigen, daß diese Art der 
Abbildung, welche aus einem nachher ersichtlichen Grunde eine affin-geo- 
dätisclie Abbildung genannt werden soll, eine besondere Rolle spielt. 

Für den vorliegenden Fall genügt es anzunehmen, daß die Funktion V 
beständig konstant gleich /l, K' = sei. Die Untersuchung hat alsdann 
wieder bei der Formel (6.) zu beginnen; diese läßt sich unter der ange- 
gebenen Voraussetzung auf die Form 

bringen, welche die Integration durch Ausführung einer Quadratur ermög- 
licht. So erhält man 

(29.) U=A-. Xr -^, 

^ ^ /;sin (rt?^)' 

unter a die eine der Integrationskonstanten verstanden, während die andere, 
weil sie zu u additiv hinzutritt, unterdrückt worden ist. Die Konstante a 
wird zunächst als von Null verschieden vorausgesetzt. Das Quadrat des 
Liuienelements ergibt sich dann in der bekannten Form 

dl'' = j '.—-Ma' + dv'). 
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Der Übergang zur geodätischen Bildfläclie erfolgt durch die Formeln (4.), 
welche die folgende Gestalt annehmen: 



, . d cos (au) I idr 



wenn .4 = .1 + h gesetzt wird. Man kann auch hier die Quadratur in ge- 
schlossener Form ausfuhren und gelangt zu dem Ergebnis 



cos (a /A K — /l ) = cos(a u) • 1 / "ä ? 







abgesehen von den zu u und o additiv hinzutretenden Integrationskonstanten. 
Definiert man nun zwei Konstanten d und k durch die Gleichungen 

so erhält man die Formeln 



(30.) 



k k 

-i cos^ (a u) + :.6 cos^ Cci i() = ü , 



((V = a i\ 
und demnach das Quadrat des Linienelements der geodätischen BildÜäche 

Ksui {au) 

woraus zu erkennen ist, daß k das KrUmmungsmaß dieser Fläche bedeutet. 
Setzt man endlich 

d' = l V \ü'k, ä' = I i^ hlc\ 

so sind V und v zwei reelle Zahlen, welche durch die schon früher vor- 
gekommene Relation (26.) 
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verknüpft sind. Es ist daher stets möglich, zwei Flächen von konstantem 
Krllmmangsmaß auf einander affin-f/eodätisch abzubilden. 

Man führe nun je zwei konjugiert-komplexe VerJinderliche «,r^, und 
äj ((i vermöge der Formeln 

ein, wodurcli die Quadrate der Linienelemente auf die Formen 

reduziert werden. Die Relationen (30.), welche die geodätische Abbildung 
vermitteln, nehmen dann die einfachste Gestalt an, nämlich 



(31.) 
wobei zur Abkürzung 









k 

gesetzt ist. Diese Transformation läßt die Invarianz der durch die Gleichung 

(32.) cca,+p(i(f, + a,) + q^O 

gegebenen geodätischen Linien unmittelbar erkennen. 

In dem Grenzfall, in welchem die in der Formel (29.) auftretende 
Integrationskonstante a verschwindet, ergibt sich 

(33.) dl'=^-' ,^^(^du' + dv'). 

Dieser Grenzfall ist ohne weiteres auf den vorigen zurückzuführen. 

Um die affin-geodätische Abbildung näher zu charakterisieren, betrachte 
man die Beltrami^ahe Abbildung der Flächen konstanten KrUmmungsmaßes 
auf eine Ebene ('i^), bei welcher den geodätischen Linien die Geraden der 
Ebene entsprechen. Sind X, V die kartesischen Koordinaten dieser Ebene 
(ß)j und a^u' + iy, a^=x—ijj die vorher erwähnten konjugiert-komplexen 
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Variablen, für welche das Quadrat des Liuienelements die Form 

,i2 4 da da, 1 / i •> . i i\ 

k (a — ay kif ^ ' ./ / 

annimmt, so genügt es, bei beliebigem p 

(34.) aa,^x'^rf^^=^^, ^(«^ a,)^.^ = ^1-^ 

zu setzen, um eine Heftrcnfmche Abbildung der Fläche (5) auf das Innere 
des Grenzkreises 

zu erhalten. Denn diese Formeln führen die allgemeine Gleichung (32.) 
der geodätischen Linien in die Form der Geraden 

yix+5r+r=o 

über; das Quadrat des Linienelements nimmt aber die liedramiBche Form 

..2__1 (Q '—Y')dX' + 2XYdXdY + (Q'^X*)d.Y' 

an. 

Denkt man sich nun für eine zweite Fläche (5) eine ebensolche 
ßeltraitmche Abbildung auf eine zweite Ebene (i^) ausgeführt und beide 
Flächen in allgemeinster Weise auf einander geodätisch bezogen, so werden 
die P^benen (^) und (^) auf einander projektivisch bezogen, da die Geraden 
einander entsprechen. 

Wenn aber zwei Flächen (5) and (5) konManten Krihnvmngs- 
tnaßi'S affin-geodätisch auf einander abgebildet sind^ d. h. so, daß ein 
orthogonal-geodätisches Koordinutensystem sich selbst entspricht, so si?ul 
die beiden Beltravnsclien Ebeneit ('i^) und Q}S) za einander affin. 

Denn setzt man für die Be/travmche Abbildung der Fläche (5) ent- 
sprechend den Formeln (34.) 



— _.., -2 ö — X 1 . , \ - y 



r ' 



g+X' :^ ^ • '^ ^ + A' 

unter X, Y die kartesischen Koordinaten der Kbene {^)S) verstehend, so be- 
stehen auf Grund der Relationen (31.), wenn man 
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einführt, zwischen den Koordinaten der Ebenen die Gleichungen 

welche die affine Verwandtschaft ausdrücken. 

Es ist leicht einzusehen, daß sich der eben ausgesprochene Satz 
umkehren läßt: 

Wenn die Ebenen (3?) und (5.^) afYin sbuL so ist das sich selbst 
entsprechende Orthogonalsysteni der beiden geodätischen Bildflächen (5) 
und (5) ^^ orthogonal-geodätisches System. 

Die Sonderstellung, welche die affin -geodätische Abbildung zweier 
Flächen von konstantem KrUmmungsmaß einnimmt, tritt besonders hervor, 
wenn außer den geodätischen Linien noch die geodätischen Kreise in den 
Bereich der Untersuchungen gezogen werden. Unter geodätischen Kreisen 
sind dabei in Übereinstimmung mit der Bezeichnungsweise von den Herren 
Darboux und Bianchi die Kurven von konstanter geodätischer Krümmung 
verstanden. Der reziproke Wert der geodätischen Krümmung soll der Radius 
des geodätischen Kreises genannt werden. 

Die Geometrie der geodätischen Kreise wird zweckmäßig untersucht 
mit Hilfe der konformen Abbildung auf die Ebene der komplexen Variablen 
a = x + iy, a^ = x—iy. Die Mittelpunkte der zweifach unendlichen Schar 
von Kreisen (Ä,,) 

C»-«y +,'/ = '•', 

welche den geodätischen Linien entsprechen, liegen sämtlich auf der Achse 
des Reellen. Jeder andere Kreis der Ebene 

(35.) {x-ar+(r,-br = r\ 

welcher der eben betrachteten Schar nicht angehört, entspricht einer Kurve 
konstanter und von Null verschiedener geodätischer Krümmung 

(36.) g = ^: V-^^ = cos co • V-l, 

deren Wert nur von dem Winkel ix) abhängt, unter welchem der Kreis die 
reelle Achse schneidet. Jeder zweifach unendlichen Schar von Kurven 
gegebener konstanter geodätischer Krümmung g entspricht dann eine zwei- 
fach unendliche Schar von Kreisen {^^ 
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Bei der BeltramhcYLtn Abbildung auf eine Ebene (i^) mit den karte- 
Bischen Koordinaten X, Y entspricht dem Kreise (fi^) der Kegelschnitt 

((^2 ^r^^l) X- 2a r+ (a" - r^ + 1) + r^ cos' ai (X+ p))' 

= 47''cos'cü(e'-X'-P), 

welcher, wie aus der Gleichung ersichtlich ist, den Grenzkreis X' + P = p' 
berührt, und zwar in den Punkten, in denen die Gerade 

den Grenzkreis schneidet. Diese Tatsache ist bekannt.*) Die Gleichung 
des Kegelschnitts läi3t sich nun auch in der Form schreiben: 

((^2 _ ^ _ 1) jf _ 2a 7+ («' - r' + 1) - r' cos^oi (X+ p))' 

= 4r'cos'a;((rr + r)(X+p)-r)(r-(a-.r)(X+p)), 

welche aussagt, da£ er die durch den Punkt X=--p, i'=0 hindurch- 
gehenden Geraden 

7 = (a + r) (X+ P) und 7= {a - r) (X+.p) 

zu Tangenten hat. Setzt man 

g ^ Ii + cos'cü tj, ]^ ^ ti — cos^a> I2 , 

so sind li = und t2^X+p = die Geraden, welche durch die Schnitt- 
punkte der Taugenten mit dem Grenzkreis hindurchgehen, und g = 0, ^ = 
die BerUhrungssehnen. Diese vier Geraden bilden daher, wie auch in der 
Kegelschnittlehre gezeigt wird, ein harmonisches Büschel mit dem Doppel- 
verhältnis 

(Ij2 9f|) = -1- 

Wenn w konstant ist, d. h. wenn die geodätischen Kreise der Fläche, deren 
Bilder die in Rede stehenden Kegelschnitte sind, die nämliche geodätische 
Krümmung besitzen, so besitzt auch das Büschel ein konstantes Teilverhältnis 

in dem Sinne, daß aus der Geraden X==0 durch die Winkel gti und l^li 
gleiche Stücke ausgeschnitten werden, deren Länge gleich cos'to ist. 

*) Vgl. z. B. Darboujc, a. a. 0. III, S. 417. 
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Man denke sich nun die in Rede stehende Fläche konstanten Krlimmangs- 
maäes auf eine andere Fläche geodätisch abgebildet. Hierbei bleibt der 
Definition der geodätischen Abbildang gemäß die zweifach unendliche Kreis- 
schar (^o) invariant. Man kann sich dann die Frage vorlegen, ob eine 
solche geodätische Abbildung der beiden Flächen auf einander möglich ist, 
bei welcher — außer der Kreisschar (ß'o) — noch eine andere Kreisschar 
(Äj,)O$0) invariant bleibt. 

Bei der Beantwortung dieser Frage sind zwei Fälle zu unterscheiden: 
Entweder ist die Kreisschar (ff^) zweifach unendlich; dann gibt 
es keine geodätische Abbildung, welche diese Schar invariant läßt. 

Oder die Kreisschar (Ä^) ist einfach unendlich; dann gibt es in 
der Tat für jeden Wert von cj eine a//*m-geodätische Abbildung, welche 
die Schar (ft^) invariant läßt. 

Zum Beweise des ersten Satzes wird zunächst diejenige Differential- 
gleichung zweiter Ordnung aufgestellt, welcher die zweifach unendliche 
Schar (ft'J genügt, und sodann gezeigt, daß unter der Annahme ihrer In- 
varianz gegen irgend eine geodätische Abbildung diese gleichzeitig eine kon- 
forme Abbildung, also eine Abwickelbarkeit beider Flächen, nach sich zieht 
Aus der Gleichung (35.) ergibt sich durch Differentiation 

(37.) {X - .0 dx + {jj - -^^) dy = Q, 

(38.) {X - .0 cPx + {y- -^) dhj = dx' + dif. 

Aus den Gleichungen (35.), (37.), (38.) hat man nun die Konstanten a 
und r zu eliminieren und erhält auf diese Weise die Differentialgleichung 

/" - (clx' + djff = y {dy d\x - dx d'y) - dx (dx' + dy') . 

Dies ist die Differentialgleichung, welcher die Kreisschar (A'^) genügt. Da 
die linke Seite für y = verschwindet, so ergibt die rechte Seite, gleich 
Null gesetzt, die Differentialgleichung der geodätischen Linien. In ent- 
sprechender Weise würde für eine zweite Fläche konstanten Krümmungs- 
maßes die Differentialgleichung 

^l__, (dx' + dy'J = ~y (dyd'x^ dxd'y) - dx (clJ' + dy') 
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einer zweifach unendlichen Kreisschar (ß^) gefunden werden, deren rechte 
Seite, gleich Null gesetzt, mit der Differentialgleichung der geodätischen 
Linien dieser Fläche übereinstimmt. 

Wenn nun die beiden betrachteten Flächen auf einander geodätisch 
abgebildet werden können, so existiert eine Transformation ^ =<pQc,y)j 
y = yj(x,y) derart, daß die rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen 
einem nicht verschwindenden Faktor l (x, y) proportional werden. Demnach 
besteht, da g nicht gleich Null ist, die Gleichung 

V^ {dx" + dff = l . V^ (rf.F + dy'^f. 

Da nun aber diese Gleichung in dem vorliegenden Falle, wo es sich um 
das Entsprechen zweier zweifach unendlichen Kurveuscharen handelt, für 
alle den Transformationsgleichungen genügenden Werte von Xy y, x, y identisch 
bestehen soll, so folgt 

l^di=ih^di, 

das heißt, die beiden Flächen können auf* einander konform abgebildet 
werden, sind also auf einander abwickelbar. Diese Möglichkeit war aber 
von der Betrachtung ausgeschlossen. 

Damit ist die Behauptung erwiesen, daß bei der geodätischen Ab- 
bildung außer der Ereisschar (Ä„) keine zweifach unendliche Kreisschar (ft^,) 
einer ebensolchen (§t,^ entspricht. Man kann ferner die Beweisführung 
leicht auf den allgemeineren Fall ausdehnen, wo die geodätischen Krüm- 
mungen der beiden Kreisscharen verschieden sind; man würde dann zu einer 
Gleichung gelangen, welche sich von der vorstehenden nur dadurch unter- 
scheidet, daß auf der linken Seite der Faktor g\ auf der rechten Seite g 
hinzutritt. 

Somit ergibt sich der folgende Satz: 

Bei der geodätischen Abbildimg zweier Flächen konstanten Kmm- 
mungsmaßes ist die zweifach unendliche Schar der geodätischen Linien 
die einzige aller zweifach unendlichen Scharen von geodätischen Kreisen 
mit demselben Radius^ welche eine Schar ebensolcher Kurven zum Bilde 
hat. 

Nun ist der zweite Fall zu untersuchen, in welchem es sich um das 
Entsprechen zweier einfach unendlichen Scharen von geodätischen Kreisen 
mit demselben Radius handelt. Es ist zunächst nachzuweisen, daß bei der 
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öf/yi/*-geodäti8cheii Abbildung ein derartiges Entsprechen wirklich möglich 
ist Hierzu soll untersucht werden, unter welchen Bedingungen irgend ein 
Kreis (Ä) der Ebene der komplexen Variablen a = x + iy/ai = x—iy ver- 
möge der affin-geodätischen Abbildung der Fläche in einen Kreis (St) der 
Ebene der komplexen Variablen a=^x + ty^ ai = x^ty übergeht. Sei. 

die Gleichung des Kreises (.ft); vermöge der affin-geodätischen Abbildung 
(vgl. Gleichung (31.)) 

««! = ««!, (S + «i = >t (a + «i) 
geht er im allgemeinen in eine Kurve vierter Ordnung über, nämlich 
(39.) (äa,+P^(a + ä,) + ry--^^,(ä + -ä^^^^ 

Die Bedingung, dem Kreise (Ä) soll ein Kreis (Ä) der Ebene (S, a^) ent- 
sprechen, ist also nur dann zu erfüllen, wenn diese Kurve vierter Ordnung 
in zwei Kreise entartet. Sind. 

äa, +p (a + ai) + q (« - ^^j) + r =0, 

die Gleichungen dieser beiden Kreise, so sind die Koeffizienten p, q, ... B 
80 zu bestimmen, daß das Produkt der linken Seiten der beiden vorstehen- 
den Gleichungen identisch mit der linken Seite der Gleichung (39.) wird. 
Durch Koeffizienten vergleichung findet man die folgenden Relationen: 

2^j^p+q+P+Q=p-q + P-Q, 

2^1^ =^pR+qP+qIi + rQ^pB+rP^-qIi-^rQ, 

^]^/-=pP+qQ + qP+pQ=pP+qQ--qP^-pQ, 

Daraus folgt zunächst 
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and demnach 

Nun sind zwei Möglichkeiten zu unterscheiden. Wenn nämlich erstens p 
nicht gleich Null ist, so folgt aus der ersten und dritten Gleichung, daß 
r gleich /• wird, die vierte Gleichung ist dann identisch erfüllt und aus der 
zweiten und fWnften Gleichung ergibt sich 

also da )^ nicht gleich 1 sein kann, weil dann beide Flächen auf einander 
abwickelbar wären, so muß q und damit auch q verschwinden. Dadurch 
erhält man aber nur die Kreise, welche die konformen Bilder der geodäti- 
schen Linien darstellen und deren Mittelpunkte auf der Achse des Reellen 
sich befinden, mit Ausnahme derjenigen, deren Mittelpunkte mit dem Null- 
punkt zusammenfallen. 

Ist aber zweitens p gleich Null, so ist nach der ersten Gleichung 
auch p gleich Null und daher die dritte Gleichung identisch erfüllt; aus 
der zweiten und ftlnften folgt aber 

r-r = 2q^- ^, . 

Endlich ist nach der vierten Gleichung r= + r oder r=— r. Wenn das 
erstere zutrifft, so folgt aus der vorstehenden Formel <7 = 0, und man erhält 
alle diejenigen Kreise, deren Mittelpunkte mit dem Nullpunkt zusammen- 
fallen, die also ebenfalls konforme Bilder geodätischer Linien sind. Wenn 
dagegen r = — r, so folgt 

2I— r 

Man findet also in diesem Fall die Kreise mit der Gleichung 

(40.) a a, ±q(a^ «,) + (/ ^"^^ = 0, 

deren Mittelpunkte auf der Achse des Imaginären gelegen sind. Sie bilden 
eine einfach unendliche Schar. Daß diese Kreise die verlangte Eigenschaft 
der Invarianz gegen eine affin-geodätische Abbildung besitzen, davon über- 
zeugt am leichtesten die Identität 
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Bezeichnet man mit q den Radios des Kreises (40.), so ist seine Gleichung 
mit der nachstehenden identisch 

(41.) ^^ + (//±i(>)^=e^ 

und hieraus erkennt man, da£ die sämtlichen Kreise dieser Schar ähnlich 
gelegen sind und den Nullpunkt als gemeinschaftlichen Ähnlichkeitspunkt 
besitzen. Vermöge der Formel (36.) ist 

l = cos V) . 

Dieses Ergebnis sagt aber aus, da£ die sämtlichen geodätischen Kreise, 
deren konforme Bilder die Kreise (40.) sind, eine und dieselbe geodätische 
Krümmung besitzen. Diese Kreise bilden daher eine einfach unendliche 
Kreisschar (Ä^). 

Demnach besteht folgender Satz: 

Hei jeder affin-geodätischen Abbildung zweier Flächen konstanten 
Kriimmungsmaßes auf einander gibt es ein und nur ein bestimmtes e/ii- 
/(ich unendliches System von geodätisclien Kreisen mit demselben RadiuSy 
welches invariant bleibt. 

Dieser Satz läßt nun nach zweierlei Richtung eine Umkehrung zu. 
Ich werde nämlich zeigen, daß wenn bei der geodätischen Ab- 
bildung ziveier Flächen konstanten Kriimmungsmaßes ein einfach unend- 
liches System von geodätischen Kreisen mit demselben Radius invariant 
bleibt, die Abbildung notwendigerweise eine affin-geodätische sein muß. 
Ich werde aber ferner zeigen, daß die so erhaltene geodätische Ab- 
bildung für die Flächen konstanten KrUmmungsmaßes charakteristisch ist. 
Es besteht nämlich der folgende allgemeinere Satz: 

Lassen sich zwei Flächen in der Art auf einander geodätisch ab^ 
bilden, daß eine einfach unendliche Schar vo7i geodätischen Kreisen vom 
selben Radius eine ebensolche Schar zum Bilde hat, so ist das Krimmungs- 
maß de)' beid<m Flächen konstant. 
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Beim Beweise dieses allgemeineren Satzes, anf den ich zunächst ein- 
gehe, ergibt sich von selbst die Richtigkeit der zuerst angeführten Um- 
kehrung. 

Zum Beweise des vorstehenden Satzes beachte man zunächst, da£ 
nach dem im ersten Abschnitt mitgeteilten /Xntschen Satze sich stets die 
beiden Flächen auf ein sich selbst entsprechendes orthogonales Kurven- 
system (uj v) so beziehen lassen, da£ ihre Linienelemente dl und dl' die 
durch die Gleichungen (1.) und (2.) definierten Werte erhalten. Ferner stelle 
man diejenigen Gleichungen auf, welchen auf der einen Fläche die Kurven 
gegebener konstanter geodätischer Krtlmmung g^ auf der andern die Kurven 
konstanter geodätischer Krümmung g' Genüge leisten. Versteht man unter ® 
den Differentialausdruck 

® = dvdhi^dud'v^}^'^^y^ 

welcher, gleich Null gesetzt, die Differentialgleichung der geodätischen 
Linien liefert, so lauten die beiden in Frage kommenden Gleichungen 



(42.) ® = g {du^+dv-'f (f/- V)\ 

(43.) ®=^.C^+^:)V--I')', 



in denen die linken Seiten wegen der geodätischen Abbildung beider Flächen 
auf einander identisch übereinstimmen müssen. Sollen nun, der Vorausetzung 
gemäß, unter den durch die vorstehenden Differentialgleichungen definierten 
Kurven zwei einfach unendliche Scharen einander entsprechen, so müssen 
für diese Scharen beide Gleichungen gleichzeitig bestehen. Dies ist für 
beliebige Funktionen U ^ V nicht möglich; denkt man sich aber diese passend 
bestimmt, so muß die betrachtete invariante Kurvenschar durch die Diffe- 
rentialgleichung 



,(c/.Hrf.T=^'(-r+^y 



definiert sein. Da g und g' als von Null verschieden vorauszusetzen sind, 
kann eine von Null verschiedene Konstante 



)n 



=n 
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in die vorstehende Gleichung eingeführt werden, wodurch sie in die folgende 
Übergeht: 

(44.) du]/^—dvf^--^.=0, 

in der den Quadratwurzeln beliebige Zeichen zu erteilen sind. 

Nachdem dies festgestellt ist, soll bewiesen werden, da£ die Glei- 
chungen (42.) und (43.) nur für solche Funktionen U, V verträglich sind, 
welche die Linienelemente dl und dl' als den Flächen konstanten Krümmungs- 
ma£es zugehörig charakterisieren. Zu dem Ende bilde man, unter R zur 
Abkürzung den Quadrat wurzelquotienten V((/— /?i^) F: Vf7(m^ — F) verstanden, 
aus der Gleichung (44.) die Differentialausdrücke 

dv = R diCj 

also 

, 72 7 72 m^du^ fjjfVR , .r,U—vi'\ 

diuru — dud'v== — -YT-r—^ — fTy-iU -rj +y - r fyjj 
6 (wr — V) \ U VI — V y^ 

du^ + do^ m^du^ 

~Ü—V' "" ÜX7n'^V) 

und berechne damit den Differentialausdruck 

dann erhält man aus der Gleichung (42.) die Bedingung*) 

^ ^ ^ ^fUv yi]{l]—m^) yVim'—V)' 

welcher die Funktionen V, V zu genügen haben. Da auf der rechten Seite 
die Summe einer Funktion von h allein und einer von v allein steht, erhält 
man durch zweimalige Differentiation 

dudv y V " dudo r u' 
oder 

UU'V'^VU'V. 



*) Diese Bedingung ist ein spezieller Fall der in den Sitzu7ujsberichten der Ber- 
liner Mathematischen Gesellschaft HI, 8. 62, 1904. von mir angegebenen Gleichung. 
Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 1. 9 
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Diese Gleichung kann nur dadurch befriedigt werden, daß (/' oder V oder 
beide gleich Null sind. Im letzteren Falle würde die linke Seite der 
Gleichung (45.) gleich Null sein müssen; da nun CZ—F nicht beständig ver- 
schwinden kann, weil dann dl gleich Null wäre, weil ferner g und m von 
Null verschieden angenommen waren, so ist dieser Fall ausgeschlossen. 
Es verschwindet daher nur eine der beiden Funktionen U\ V\ Sei U'S^^ 
F' = 0, d. h. r=.4, unter A eine von Null verschiedene Konstante ver- 
standen. Die beiden betrachteten Flächen sind daher notwendigerweise auf 
Rotationsflächen abwickelbar, und die geodätische Abbildung ist von der 
speziellen Eigenschaft, daß das sich selbst entsprechende Orthogonalsystem 
(w, r) die Breitenkreise und Meridiane darstellt. Die Abbildung wäre also 
eine rz/yV^^-geodätische, und damit die Richtigkeit der ersten der oben an- 
geführten Behauptungen bewiesen, wenn man zeigen könnte, daß die betrach- 
teten Flächen konstantes Krümmungsmaß besitzen. 

Dies ist aber in der Tat möglich. Denn die Funktion U hat nun- 
mehr gemäß der Formel (45.) noch die Gleichung 

ZU befriedigen, aus der sie sich durch eine Quadratur ermitteln läßt. Setzt 
man nämlich 

(46.) ^ = -^^'^ 

(47.) a' = k(iA-7n'), 

und nimmt zunächst A und ?n^ als verschieden an, so ergibt sich mit Unter- 
drückung einer zum Argument n additiv hinzutretenden Integrationskonstanten 

U-A = -~/[ -X. 
fcsm {au) 

Diese Gleichung ist aber mit der früher abgeleiteten Formel (29.) identisch. 
Wenn dagegen .4 = ??i^ ist, so verschwindet die Integrationskonstante a und 
man erhält 

(48.) /^• = -f/' 

und 
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also den in der Formel (33.) betrachteten Grenzfall. Das Linienelement dl 
kommt daher allemal den Flächen konstanten, nicht verschwindenden Krlim- 
mangsmafies za, dessen Wert k im ersten Fall jeden beliebigen Betrag an- 
nehmen kann, im zweiten Fall aber durch den Wert der geodätischen 
KrUmmang des invarianten Kurvensystems gegeben und für ein reelles 
Kurvensystem negativ ist. 

Damit ist die Richtigkeit des oben ausgesprochenen allgemeineren 
Satzes bewiesen. 

Durch die vorstehende Untersuchung erhält man gleichzeitig dasjenige 
einfach unendliche System von geodätischen Kreisen gleicher geodätischer 
Krümmung, welches ein ebensolches System zum Bilde hat Hierzu ist nur 
nötig, die Differentialgleichung (44.) nach Einführung der gefundenen Werte 
der Funktionen U und V zu integrieren. Diese Gleichung nimmt in dem 
Falle, wo a von Null verschieden ist, die folgende Gestalt an: 

cos (au) du ' dv ^ 

VV'' ''''' -^iii' (« ?0 + "' ^ ''^ "" ' 

deren allgemeines Integral 

(49.) (j hl sin ((( fi) + Yf nr m\'\a t() + (f' + (jm'C' e"' = 

lautet, wo C die Integrationskonstante ist. 
Bildet man mittels der Formeln 

.r + /// = 1-"^" + '"^ X — iij = e-"^«-'» 
die Pläche konform auf eine P^bene ab und setzt 

(oo.) ,, ./i .. . = '■» 

\ a + <J'm 

SO verwandelt sich die Gleichung (49.) in die Formel 

.rHC!/±Ae)^ = e:, 

welche mit der früher entwickelten Gleichung (41.) für das invariante 
System geodätischer Kreise übereinstimmt. Man erhält also die Schar von 
Kreisen wieder, deren Mittelpunkte auf der ?/-Achse liegen, und welche 
den Nullpunkt als gemeinsamen Ähnlichkeitspunkt besitzen. Der Wert der 
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Konstanten l in der Gleichung (50.) ist von dem in der Gleichung (41.) 
auftretenden Wert g\\—k nicht verschieden. 

Wenn die Konstante a verschwindet, also zufolge der Gleichung (47.) 
^ = rn^ ist, so ist in der Differentialgleichung (44.) der Koeffizient von (h' 
gleich Null, der von du dagegen wesentlich von Null verschieden. Die 
Gleichung ist daher nur erfüllt für das Kurvensystem 

u = konst. 

Da das Quadrat des Liuienelements in diesem Falle den durch die Formel 
(33.) gegebenen Wert besitzt, so entspricht das obige Ergebnis der Tat- 
sache, da£ bei der „Pseudosphäre" die Breitenkreise konstante geodätische 
Krümmung haben. 

Man kann die Tatsache, daß das KrUmmungsmaß /: stets einen voft 
Null verschiedenen Wert besitzen muß, durch die folgende P^assung des soeben 
bewiesenen Satzes noch deutlicher hervortreten lassen. 

Zwei nicht' euklidische Ebenen lassen sich stets so auf einander 

projektivisch beziehen, daß ein Büschel von Kreisen mit demselben Radius 

in ein ebensolches Büschel übergeht: zwei euklidische Ebenen aber nicht. 

Unter projektivischer Beziehung ist dabei diejenige zu verstehen, bei 

welcher die Geraden einander entsprechen. Der Fall, in welchem die Ebenen 

zur Deckung gebracht werden können, ist ausdrücklich ausgeschlossen. 

Charlottenburg, Dezember 1904. 
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Die Verteilung der Elektrizität auf zwei leitenden 
Kugeln in einem zu ihrer Zentrallinie symmetrischen 

elektrostatischen Felde. 

Von Herrn M. Lmufe in Hamburg. 

Aus der Lösung, die Kirchhoff'') für das Problem der Verteilung der 
Elektrizität auf zwei leitenden Kugeln angibt, leitet Herr Goebel**) im 124. 
und 125. Bande dieses Journals einfache Ausdrücke für die Dichtigkeit der 
Elektrizität in einem Punkte der Kugeloberfläche her. Im Anschluß an die 
Entwicklungen beider solt im folgenden die Aufgabe gelöst werden, die 
Verteilung der Elektrizität auf den Kugeln zu berechnen, wenn dieselben 
sich in einem elektrostatischen, zur Zentrallinie der Kugeln symmetrischen 
Felde befinden, welches nicht von Massen innerhalb der einen oder anderen 
Kugel herrührt. Die allgemeine Lösung ermöglicht es, die Verteilung der 
Elektrizität auf drei leitenden Kugeln mit gemeinsamer Zentrallinie zu be- 
rechnen, eine Aufgabe, die im folgenden nur skizziert wird und nur für 
den Fall durchgeführt wird, daß der Radius einer der Kugeln unendlich 
klein wird. 

Wo die Entwicklung sich eng an die Kirchhoff^chen Vorlesungen 
oder die Goebehchew Arbeiten anschließt, wird sie unter Hinweis auf die 
betreffenden Arbeiten nur in großen Zügen angegeben. Die Arbeiten werden 
dabei in der Form K VL bzw. G L und G IL zitiert. 

*) Dieses Journal Bd. 59. Kirchhoff-Plmick: Vorlesungen über Elektrizität und 
Magnetismus, VI. Vorlesung. 

**) Goehel: Die Verteilung der Elektrizität auf zwei leitenden Kugeln. Dieses Journal 
Bd. 124, S. 157—164, Bd. 125, S. 267— 2S1. 
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Die Anregung zu der vorliegenden Arbeit verdanke ich Herrn Ge- 
heimrat Prof. Schering. Derselbe hat auch die Ausführung durch seinen Rat 
gefördert. Es sei mir gestattet, ihm auch an dieser Stelle meinen Dank 
auszusprechen. 



I. 

Zwei leitende, sich weder durchdringende noch umschließende, noch 
berührende Kugeln Ki und Äj niit den Radien a bzw. i, deren Mittelpunkte 
Ol bzw. O2 von einander den Abstand c haben, befinden sich in einem elektro- 
statischen Felde, welches symmetrisch ist zur Richtung der Zentrallinie der 
Kugeln. Die Quellen, von denen das Feld herrührt, liegen nicht innerhalb 
der einen oder der anderen Kugel. Die Kugeln selbst können geladen sein. 
Die konstauten Potentialwerte auf ihnen seien A bzw. B. 

Der Abstand eines Punktes vom Mittelpunkte der Kugel K^ werde 
mit p, der Winkel der Richtung von p gegen die nach O2 hinweisende 
Richtung der Zentrallinie mit 1'/, dessen Kosinus mit a, die Punkte der 
Zentrallinie mit x (von Oj aus gemessen, und zwar positiv gerechnet in der 
Richtung 0^ O2) bezeichnet. Es bedeuten ferner fia(fi) und /„(p) das Potential 
der auf K^ befindlichen Elektrizität bezüglich eines Punktes pa, je nachdem 
dieser außerhalb oder innerhalb von Ä'i liegt; ist a= + l, so wird /la(.r), 
bzw. /'i,(.r) geschrieben; /2a(e)i ACp), /iaC^)? AC^) haben die entsprechende 
Bedeutung für 1(2^ durch i^(p), ic(x) werde das Potential der äußeren Massen 
bezeichnet. 

Dann ist für —a<Zx<i(i 

(1.) ^ /u(^0 + /;aCO+'K'^) = ^^; 

für c-6<a'<c+/> 

(2.) /;aW + AW + ^K^r) = ^^ 

außerdem ist 

/;.,w=^/;,(°'). 



/;.W = .7^.;/»(-;:^,)- 



Man ersetze wie in K VI. § 2 in (2.) /laC'^) durch seinen Wert aus der vor- 
letzten Formel und eliminiere aus der so entstehenden Gleichung und aus (1.) 



Lange^ die VerteUumj der Elektrizität auf zwei leiUmden Kugeln. 71 

mittels der letzten Formel fni^)] man erhält dann 

WO 

C^ ^/)* — CO! 

gesetzt ist. 

Da diese Funktionalgleichung in ihrem Gültigkeitsbereich sowohl, 
wie auch in ihrer linken Seite (auch in einem Teile der rechten) mit der 
Schlußgleichung in K VI. § 2 übereinstimmt, so kann sie nach der dort 
§ 3—4 eingeschlagenen Methode gelöst werden. Setzt man also wie dort: 

'-\ 



a 



t ? 



WO •? ein positiver echter Bruch ist, der durch die Gleichungen 



w = 



c 



«+«•-'—// 



2ac 



-, ^^cü-Vo;-!, 



definiert ist, definiert man ferner eine (gleichfalls zwischen und 1 liegende) 
Zahl (1^ durch die Gleichungen 



^/ 



so wird, wie dort bewiesen wird, 



•i |r — a 



h V ' 



J^ _il X—Vz ah _^^z 1—5^ 

-_ - - -. -n -,^^ 



e-''x~ i \ — q'z' c' — h'' — cx~^ 1— g»'"-*.' 



- ^- i_t». » ^ 0-0:"^ l-9*r- 

Setzt man dann noch 

/;,(.o=(i-r^)y(--), 
/u(.r0=(i-r9*^-)v(?*^), 

so erhält man für y(2:)'die Funktionalgleichung 

^ ? l—q'z \i l—q*z ) • 
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Die Lösung dieser Fanktionalgleichung lautet 



r,2» 



^^ ^ «=ul— ?^r'*2 



B ^ 






Sntii— ?*»2 ;3)i— r?*''^ 









ra 1 — g3g 4n^v 



Man führe statt z und y (:r) wieder a; und fu{x) ein und benutze gleichzeitig 
die in G I (6.) — (9.) gewählten Abkürzungen 



...- (1-10 1-4. 

1-1' 



2« 
J2 ^4» » 



/.=«.-i=i:; 



Ui« = 



1- 



r,4»i ? 



*2f, 



^o» = . 



I_^g4«> 



1-^ 



ü. 



dann erhält man 



(4.) 



/4_i^ — ^ --;— \ 

1 1 ^2« 1 V2» / 



2n-=^l_^4»? 

— w (x) 



a^2, -— 



+ 



a \ a I 



Man beachte, daß die beiden ersten Summanden auf der rechten Seite dieser 
Gleichung mit der rechten Seite von G I. (5.) übereinstimmen. Diese beiden 
Glieder werden daher in der folgenden Rechnung nicht weiter untersucht, 
und ihr Vorhandensein, sowie das der sich durch die Rechnung aus ihnen 
ergebenden Größen, durch den Buchstaben @ angedeutet. % hat also in 
den einzelnen Gleichungen verschiedene Bedeutung. Dieselbe kann jedoch 
jederzeit aus G I. und IL ermittelt werden. Was die Konvergenz der anderen 
Summen von (4.) anlangt, so beachte man, daß für n = 1,2... jeder Punkt 

1 V2» ^ 1 t'ln 

at^^ ^' — das elektrische Bild des entsprechenden Punktes ^ ~ — 

. ^ ^ ^ t2n . ^ 

1 — <2» 1 Ü2» 

a a 
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an K^ ist, jeder dieser letzteren Punkte das elektrische Bild des entsprechenden 

^ X X 
1 t?2n-2 1 t?l) 

Punktes atj,-^ an Ä^, wenn unter a^, -— der Punkt x ver- 

1 ^2n-2 1 U\ 

a a 

Standen wird. Es gehört also für n=l,2... und |a;|<Ca jeder Punkt 

1 — - t?2ii 1 t2n 

at^^ dem Intervall — a...+«, jeder Punkt — dem Intervall 

1— tin 1— r-Zn 

a a 

c — b ...c + b an. Daher kann iv seiner physikalischen Bedeutung zufolge 
für keines der in (4.) in Frage kommenden Argumente unendlich oder 
unstetig werden, und es wird z. B. in der zweiten Summe von (4.) 






lim — \ " ^ .= 1. Da außerdem lim \^^^ ^^*' ®^ 

wi ah^ - - 

\ a 

konvergiert die zweite Summe von (4.). Ebenso wird die Konvergenz der 
letzten Reihe dieser Gleichung bewiesen. 

Für die folgende Rechnung wichtig sind noch einige Beziehungen 
zwischen äj», ^2»? '^2«? ^'2«. In G, I. S. 159 wird gezeigt, daß ^2« und i;2„ posi- 
tive echte Brüche mit der oberen Grenze | sind. Ferner findet man durch 
Rechnung, daß 

(5.) t^n ^hn = ''^^n 

ist. Bezeichnet man ferner die Größen, die aus ^211) ^ui ''2«, ^2« hervorgehen, 
wenn man in ihnen | durch ^ ersetzt, durch s'^^^ 4«? ''2«i ^'2») so erhält man 

(6^) 4= -7% (6^) '4n = -^^2n, 



II. 

Ihrer physikalischen Bedeutung zufolge kann für alle x des Inter- 
valles —a... + a die Funktion /'„(«) durch eine Potenzreihe der Form 

Jouroal für Mathematik Bd. 132. Heft I. 10 
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2 A \ ) dargestellt werden. Aus gleichem Grunde läßt sich für alle 
Werte ^r, die nicht dem Intervalle c—h...c-\-b angehören, /iaC^) durch 
eine Potenzreihe der Form i: B\ \-^^y darstellen, eine Reihe, die für alle 

X des Intervalles —c...c—b in eine solche der Form-Z-ß^l ) verwandelt 
werden kann. Daher muß sich nach (1.) auch u'(x) für alle Werte des 
Intervalles —a<ix<ia durch eine Reihe der Form 2! Cy[ ) darstellen 
lassen. Ebenso läßt sich nach (2.) für alle Werte des Intervalls c-'b.,,c + l) 
tüQr) darstellen durch eine Reihe der Form 2! D'^{^—^ J ; für ein Argument 

c ^ wird also w(x)= 21 D*y\- j , eine Reihe, die wiederum in eine 

solche der Form-Z/Xl ) verwandelt werden kann. Setzt man in (4.) für 
w(x) die Potenzreihen ein, so wird (4.) zu 



A«-®-i'v(:)+--vi,''.(:y-i, •: .ic'J' -:") 

a ^ ^ a \ a / 



+ 2: 



III. 

Eine etwas einfachere Gestalt erhält /„Cr), wenn die Reihe 2 C\\ ) 
die Funktion 2c(x) auch noch im Intervalle r — 6<.r<c+& darstellt, 
oder wenn iv(x) in diesem Intervalle durch eine Potenzreihe der Form 

2 J)y\ J dargestellt wird. Eine dieser Annahmen trifft zu, wenn icQv) her- 
rührt von einer Kugel A'j, deren Mittelpunkt (^ auf O1O2 liegt und die 
keine der anderen Kugeln umschließt, durchdringt oder berührt; und zwar 
trifft die erste oder die zweite Annahme zu, jenachdem O3 auf der Ver- 
längerung von OjOj oder auf 0,0^ selbst liegt. Denn dann ist für jeden außer- 




Intervall. 



*) r -— ist das elektrische Bild von .r an A', liegt also in dem gelorderten 

^ c — .v ^ 
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halb der Kngel K^ liegenden Punkt der Zentrallinie w (x) = 2: Ey y^zid) ' 
wo e der RadioB von A3, d==(\0^ ist. Im ersten Falle wird dann 

(1-%,,)' 

/;,(aO=@-la(:;)-J;.,.icvj,~-^ 






Die Gleichung, die man im zweiten Falle erhält, stimmt mit dieser bis aaf 
den letzten Term überein, welcher zu £ ihn ^ IK^L , ;r wird. Ver- 

wandelt man /l, (o-) in eine nach positiven ganzen Potenzen von fort- 
schreitende Reihe, so werden in beiden Fällen deren Koeffizienten lineare 
Funktionen von iv und seinen Ableitungen, also lineare Funktionen der 

Koeffizienten der Reihe 2 EA — -r) . Diese Koeffizienten sind zunächst 
noch unbekannt; zu ihrer Berechnung benutze man die im Intervall 
d — e^x<,d+€ geltende Gleichung 

(Ä'j befinde sich auf dem Potential E.) Da /iaC^) ebenso wie /laCO ^^ ^^^^ 
Potenzreihe verwandelt werden kann, deren Koeffizienten lineare Funktionen 
der Ey sind, so erhält man für diese Größen, deren Zahl man durch ein 
beliebig zu wählendes v bestimmen kann, ein System von ebensoviel linearen 
Gleichungen. 

Welche der Kugeln man als ^dritte*" ansieht, ist im allgemeinen 
gleichgültig. Falls die mittlere Kugel beide anderen berührt,' muß man diese 
als A3 ansehen, da andernfalls q = l wird und daher die Reihen in (4.) auf- 
hören zu konvergieren. 



IV. 

Wird e unendlich klein, so wird iv(.v) = — — ^^z^, wo ^u/i = |rf| gesetzt 
ist und — ebenso wie in allen folgenden Gleichungen — bei positivem d 

10* 
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das obere, bei negativem d das untere Zeichen zn wählen ist. Führt man den 
Wert von ?r(.r) in (4) ein, so erhält man 



l — t2n 1 trj^' 

am^at2n 

' 1 -•-*..! 

« ! 



a \ a a 

\ am -l- 

1 V7n 

a 



oder nach einigen Transformationen unter Benutzung von (5.) 



(7.) 






\ a m ^t2n^ 



+ -1 






Die Zeichen des absoluten Betrages konnten bis auf die beiden stehen 
gebliebenen fortgelassen werden. Da rf>a ist, so ist m jedenfalls größer 
als 1; m kann bei negativem d jeden Wert annehmen, der größer als 1 

ist; bei positivem d ist außerdem das Intervall -— — — auszuschließen. 

Da 0<C^2»<Cl ißt, so ist ?/ihF^2w jedenfalls positiv. Ferner würde sich 
aus ^2»— i7^>l ergeben, daß m<:it^^.~~~ wäre; dies ist jedoch unmög- 

1 »2« 

lieh, da für jedes x des Intervalles |.r|<:a 0<:^2» — <! ist In der- 

\ — ^t2n 

a 

selben Weise zeigt man, daß '^2„^"lt_ i um» dann >1 werden kann, wenn 
m Werte annimmt, die es der Natur der Aufgabe zufolge nicht haben kann. 
Dagegen ist | m ^2« — 1 h= 1 — "^n t^n oder = ?/? ^2» — 1 ? jenachdem iKCd^Cc — h 

oder c+i<rf<;oo ist. Denn fUr.r = geht ^ — -, das dem Intervall 

tln . -^ 

1 Vin 

a 

c — b ,,.c+Ij angehört, in - über. (Für negative d kommt der Ausdruck 
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|m/2„— 1| in (7.) gar nicht vor. Der Fall ?/^^2„ — 1 = ist also durch die 
Natar der Aufgabe ausgeschlossen.) 

Aus dem gesagten ergibt sich auch, daß jeder Summand der Über n 
zu erstreckenden Summen in (7.) in eine nach positiven ganzen Potenzen 
von ~ fortschreitende Reihe entwickelt werden kann. Man erhält dadurch 



A.«=®-fi[^V,--i..+^.]G)". 



WO 



ist. Daraus folgt 

/;.w=«-fj,S2^-/'.+'-.](:r>.. 

WO P„ die Lajjlace^che Kugelfunktion I\00 bedeutet. Daraus erhält man 
für die Dichtigkeit h der Elektrizität in einem Punkte der Kugelobertiäche 
nach der Formel 

den Ausdruck 

oder, wenn mau für p^ und f\ ihre Werte einsetzt und die Summationen 
über X und a vertauscht, 

Die für |:^|<1 geltende Relation 

T(z)^-. i (2;.+ 1) c»7>.= .i=='- - 

(vgl. G. I. 15) vereinfacht den letzten Ausdruck in 
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am \~m^ « wsi w-f-^a« ^ w-f^,/ 
■^ a\:f 1 I m^^nip 1 ! V^^ 7nt2n T 1 ^ ' 

7'(j) geht durch die Substitution .a = 2A — 1 über in 

1—2 1 



2Y:j^ = — - - 



Nun wird 

-p,, L(l + 2yi = ,,^!ll!?!« " ''^ [m(l + <2n)+^n(l +t^:)? 



W4-^2n 



\mt2i 



'" *2n "*' * 



<,„. ___^- ^'' [»<1 + <,.) + <2,(l + «2.)]" 



•+_^ — »2» j 
'"' + '2» 



L(i + zyJ,=,^^:i:^ - ''" [mt2n(i + vu) TCi + M' * 

Die Formeln (6*.) bis (ß"^.) lassen erkennen, daß der zweite dieser vier 
Ausdrücke aus dem ersten, der vierte aus dem dritten hervorgeht, wenn 
man in diesen ^ durch ^ ersetzt. Setzt man also 

80 wird 

und man erhält 

oder wenn man schliei31ich für @ seinen Wert aus G. I. (16.) einführt, 

4.«A=.4 + .-lv'(i-)-^V'(p-,^,mm)-f[ni)-K|)], 
wo 

gesetzt ist. 
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Berühren die Kugeln einander, so wird ^ = ^=1, und s^n^t^^'^hn^f^n 
nehmen die unbestimmte Form an. Ihren wahren Wert erhält man, wenn 
man sie durch Benutzung der Beziehung v^—^ = -^, und durch Einfuhrung 

der Größen /=^, 0,, = ^^^ transformiert (vgl. G. I. S. 162—163). Der 
Grenzübergang | = (/ = 1 ergibt dann 



J . _ nr _ 1 _^*y"~^ 



Ferner substituiere man in 2\z) für // die Größe r durch die Gleichung 

1 — u 2 

dann wird 

YY-'s — v^ Jz 

und, da i4 = /^ wird, 

/■ ; 1 1/1 , NTif "2wj'— 1 -i/ty+l "I 

"=' L[C2«y - 1)' + rf [C2ny + 1)' + tf] 



am N ^ X • 



2ny— — ^- 
_ m-\-\ 



2ny + 



[(^'-+3;)+'] 



'«-4-1 I 



Für den Berührungspunkt der Kugeln (r = oo) nehmen die Reihen die un- 
bestimmte Form an. Eine nähere Untersuchung für diesen Punkt erübrigt 
sich, da nach G. IL S. 267 die erste Summe divergiert. Der Betrag der vier 
Brüche unter den Summenzeichen wird am größten, wenn r = wird, da r 
seiner Natur nach nicht negativ werden kann. Setzt man r = 0, so erhält 
man vier Reihen der Form 2. \ > \., wo a eine Konstante ist. Da diese 

Reihe konvergiert, so gilt das gleiche für jedes endliche r. 

Einfache Reihen erhält man für die auf der Kugel vorhandene Elek- 
trizitätsmenge 6 . Im folgenden werde nur der Fall behandelt, daß d positiv 
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und größer als c ist Nach der Formel 

erhält man aus (4.) 



=^A + A 1 s,,^B yH^,-ic(Q)- J.'?2.?^'(«0+ l''jnW?(-^), 



und wenn w (x) = — __ - gesetzt wird, unter Benutzung von (5.) 



- ■ — /l -T" ^'1 ^ "^2« — '^ ^ ^^2« "~* ~ " ^ ^2« 't I <~T\ ^~~\ • 



Besonder» einfache Gestalt nimmt diese Formel an, wenn A = B nnd a = h 
wird. Das letztere bedingt, daß i = q wird (vgl. G. II. S. 281). Setzt man 
dann die Werte von .?2,, f^,, «2,, th^ ein, so erhält man 

£ (i-o (1-9) (m+_i) X £'- g+g*-^') 

Berühren die Kngeln einander, so erhält man 

« = 4_^1^J___:^_ + ^_"^1_ l L _ 

a ' »=iwy(»y + i) «»» « ('»— l)'«t',r ^L_irnv ?_1' 

L"'"T',„_iJL"'^ »«— iJ 

Wird « = />, also ^' = 2, so erhält man 

'=\-A y - ^ -^ ^^ "-L+i- ?• i 

L" ' /w — 1 J L" ?;? — 1 J 
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Verallgemeinerung eines Satzes von Gmlermann 
über sphärische, einander berührende Kreise. 

Von Herrn P. Kokoff in Neiße. 



Uenkt man sich auf einer Kugelfläche zwei Kreise, von denen der 
eine den andern umschließt, ohne ihn zu berühren, so kann man in den 
Ring unendlich viele Kreise beschreiben, welche die beiden gegebenen 
Kreise ungleichartig berühren, und von denen jeder den folgenden selbst 
wieder berührt. Hierbei ist es möglich, dai3 nach einem oder mehrmaligem 
Umlaufe die Kreisreihe sich schließt. Die Bedingung hierfür ist zuerst von 
Steiller gegeben worden zugleich mit der Angabe, daß es gleichgültig ist, 
an welcher Stelle der erste Kreis gezeichnet wird. Im 39. Bande dieses 
Journals hat Gudermann einen analytischen Beweis dieses Satzes gegeben. 
Der Zweck nachstehender Zeilen ist der Nachweis, daß der Satz in vollem 
Umfange auch dann noch Gültigkeit besitzt, wenn man den Gliedern der 
Kette die Bedingung auferlegt, daß sie sich unter konstantem Winkel o) 
schneiden; die Berührung ist dann nur der spezielle Fall 10=71. Ich werde 
mich, was die Bezeichnungen anlangt, streng an die Ondermanmche Arbeit 
halten. Zwei auf einander folgende Kreise mögen sich in S schneiden, 
dann ist 

cos m^7)i = cos m'M' cos vt M'+ sin 7n' M' sin m M' cos (r'— r), 

andererseits 

cos m' m = cos r cos ;•'+ sin ;• sin ;•' cos co, 
also 

cos 0*' - v) + cot (A -I) + r) cot (.4 - /) + O 

__ cos r cos y' sin /• sin r' 

■" sfn (7— 1> +70 * sin (Ä- I)~+ /•') "^ sin {A — /> + r) ' si^A — D + T) ^^^ "^ ' 
Journal für Mathematik Bd. 13*2. Heft 1. H 
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Nun ist 

sin r __ cos Z) d — ecosq^ 

sin (^! — I)-^r) cos A* a — e cos q* ' 

cos /* __ cos D l+ed cos y 

sin(.'i — /> + /') ~~cos^ a — ^cosf/>' 

^/ I T\ ^ \ 1 +a<?cos r/) 
^ ^ a — ^cosy ' 

cos {V -0=1- (ii'jZ^ )(l-cos(«»'^ y)) ^ 
^ ^ (a — <?cos<3r)(a — ^cosy) 

Setzt mau diese Werte ein, so erhält man einen Ausdruck von der 
Form «jP+/:f7^' + ;'*S = J, in welchem P das Produkt cos y cos 9', P' das 
Produkt sinysiny' und »S die Summe co8(/) + co8y' bedeutet. Und zwar ist 

Einen solchen Ausdruck kann man nun durch die Transformation 

cosi/;4-A , i. T * '/'i/i — ^ 

in eine Gleichung von derselben Form überführen; verfügt man dann über 
die willkürliche Größe l in der Weise, daß der Koeffizient von S ver- 
schwindet, daß also ;^A'+(f^ — (T) /. + ;/ = wird, so nimmt die Gleichung die 
einfachere Gestalt an 

(je + y),) cos \p' cos «/' + ß sin \p* sin <// = ()'— ;/>.. 

Hierbei ist zu bemerken, daß eine Wurzel Ä ijstets kleiner als Eins ist, so 

e d 

daß die Transformation reell bleibt. In unserem Falle ist ^1 = 3; ^2 = -? und 

wir wollen annehmen, daß e<id ist. Wir erhalten dann 



oder 



cos(v'~VV = l~(V+.0(a«-:0«"'2 



. il''— U* . (0 , (1 + d') (d'' — e') 



Nun ist der geometrische Charakter der Transformation gerade derselbe, 
den Gudrnmunt auf anderem Wege gefunden hat. Projiziert man nämlich 
die Mittelpunkte der BerUhrungskreise auf eine Ellipse, deren einer Brenn- 
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punkt der äußere Ähnlicbkeitspuukt der beiden Kreise ist, und deren große 
Achse mit der Hauptachse derjenigen sphärischen Ellipse, welche der Ort 
der Mittelpunkte m ist, zasammenföUt, so werden die Projektionspunkte 
vom Brennpunkte aus unter dem konstanten Winkel rp' — xp gesehen. Soll 
sich also die ^i-gliedrige Kreiskette nach u Umläufen schließen, so muß 



oder 

. un . a),/cos2jE — cosCR — R') 

Sin - = sni , 1/ -, .1 yjj . p,; 

n 2 ' cos 2 1 — oos(Ä + R) 

sein; setzt man iü = .i, so entsteht in der Tat die Steiner^che Relation. 
In der Ebene heißt die entsprechende Bedingung 

wenn rT die Mittelpunktsdistanz darstellt. 

Durch ein dem vorigen ähnliches Rechnungsverfahren ist es möglich, 
den Satz inbezug auf dreidimensionale Gebilde in folgender Weise auszu- 
sprechen : 

Man denke sich in dem Räume zwischen zwei Kugeln M und ?/i, 
von denen die eine ganz innerhalb der anderen liegen soll, zwei andere 
Kugeln iLi und u\ welche M und m berühren, sich selbst aber unter einem 
konstanten Winkel w schneiden, dann bildet sich ihre Zentrallinie auf eine um 
den äußeren Ähnlichkeitspunkt gedachte Sphäre stets als konstanter Haupt- 
kreisbogen ab. (Für einander berührende Kugeln hat Clause) t den Satz in 
Band 7 dieses Journals bewiesen.) Schließt sich daher die Kugelreihe, 
deren Mittelpunkte in einem ebenen Schnitt durch die Punkte M und ?n 
liegen, so schließt sie sieh auch in jeder Ebene, die durch den äußeren 
Ähnlichkeitspunkt der beiden Kugeln geht. Die analytische Bedingung 

hierfür ist sin ^ = sin ['^ l/^i. -'::,-r^. Steiner hat sich mehrfach mit der 
Frage beschäftigt, unter welcher Voraussetzung sich die Kugeln rings um 
eine Kugel u scharen können, indem sie einander der Reihe nach berühren, 
und die letzte nach einem oder mehreren Umläufen sich der ersten anschmiegt. 
Durch einen Satz, den Herr Knwh für eben gelegene Kreise in The University 
of Colorado Studies Vol. 1. Nr. 2, 1902 bewiesen hat, und der auch für Kreise 
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auf einer Sphäre gilt, ist man in den Stand gesetzt, die Steinef^che Gruppierung 
der Kugeln als einen besonderen Fall einer viel allgemeineren zu erkennen. 
Der Satz lautet: 

Geht man von einer beliebigen Stelle eines Kreises auf einer Kugel- 
fläche mit stets gleich langen, auf größten Kreisen abgemessenen Schritten 
nach einem anderen ihn umschließenden Kreise, von da zurück zum kleinen 
Kreise u. s. f., und gelangt man wieder zur Ausgangsstelle zurlick, so schließt 
sich stets der Weg, von wo aus man ihn auch antreten möge. 

Faßt man die gleich langen Schritte als Projektionen der Zentrallinien 
einander schneidender Kugeln auf, so ergibt sich folgender Satz: 

Denkt man sich auf dem Rotationsellipsoide, das den Ort der Mittel- 
punkte der die Kugeln M und 7n berührenden Kugeln darstellt, zwei Ellipsen 
und legt den Mittelpunkt einer Kugel // auf irgend einen Punkt der 
Peripherie der inneren Ellipse, den Mittelpunkt einer zweiten Kugel .a', 
welche u unter dem Winkel lo schneidet, auf die äußere Ellipse, dann eine 
dritte Kugel //i, die wiederum it unter co schneidet, auf die innere Ellipse 
und so fort ringsherum, so ist diese Kugelreihe entweder kommensurabel 
oder inkommensurabel; ist sie kommensurabel, so ist die Stelle, wo die 
erste Kugel hingelegt wird, völlig gleichgültig. Solcher Ellipsenpaare, bei 
denen die Kugelreihe sich schließt, gibt es unendlich viele. Läßt man beide 
Ellipsen zusammenfallen, so erhält man die Steiner&che Anordnung der 
Kugeln. Zum Schlüsse sei noch erwähnt, daß das Schneiden der Gebilde 
unter konstantem Winkel wieder nur einen speziellen Fall des Schneidens 
von zwei inbezug auf den inneren Ähnlichkeitspunkt reziproken Gebilden, 
Kreisen oder Kugeln, darstellt, ohne daß dadurch der Charakter der 
Schließungsgesetze geändert wird. 
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Untersuchungen über die Darstellung der endlichen 
Gruppen durch gebrochene lineare Substitutionen. 

Von Herrn ./. Schur in Berlin. 



Will man die sämtlichen Darstellungen einer gegebenen endlichen 
Gmppe ^ durch gebrochene lineare Substitutionen bestimmen, so hat man, 
wie ich in meiner Arbeit „Über die Darstellung der endlichen Gruppen durch 
gebrochene lineare Substitutionen"*) gezeigt habe, in erster Linie eine /)«;'- 
stelbmgsffruppe Ä von ^ zu berechnen. Eine solche Gruppe ß ist durch 
folgende Eigenschaften charakterisiert: 

1. ß enthält eine aus invarianten Elementen von Ä bestehende Unter- 
gruppe 9H, und es ist ^ der Gruppe ^ isomorph; 

2. der Kommutator von ß enthält alle Elemente von 9R; 

3. es gibt keine Gruppe, welche die Eigenschaften 1 und 2 besitzt, 
und deren Ordnung gröi3er ist als die Ordnung der Gruppe ß. 

Einer Gruppe ^ können auch mehrere Darstellungsgruppen ent- 
sprechen, dagegen ist die Abe/^che Gruppe 3)1, die ich (D., S. 23) den 
Multiplikator von ^ nenne, eindeutig bestimmt. 

Für die Diskussion der Darstellungen von ^ durch gebrochene lineare 
Substitutionen genügt es, irgend eine Darstellungsgruppe von ^ zu kennen. 
Dagegen ist es gruppentheoretisch von Interesse, eine Übersicht über die 
verschiedenen (nicht isomorphen) Darstellungsgruppen von $ zu gewinnen 
und die Anzahl dieser Gruppen genauer zu bestimmen. Diese Aufgabe wird 
in § 1 der vorliegenden Arbeit behandelt. Es wird insbesondere für die 
gesuchte Anzahl eine obere Schranke abgeleitet, die bei einer allgemeinen 

*) Dieses Journal IW. 127, S. 20. — Im folfrondon mit D. zitiert. 
Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 2. 12 
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Klasse von Gruppen $, nämlich bei den vollkommenen Gruppen,*) stets 
erreicht wird. 

Kennt man für die gegebene Gruppe ^ eine Gruppe ß, welche die 
Eigenschaften 1 und 2 besitzt, so ist es im allgemeinen mit erheblichen 
Schwierigkeiten verbunden, zu entscheiden, ob für sie auch die Eigenschaft 3 
besteht In § 2 leite ich ein Kriterium ab, das in vielen speziellen Fällen 
die Entscheidung dieser Frage erleichtert. Insbesondere ergibt sich der für 
die Anwendungen nützliche Satz, daß jede abgeschlossene Gruppe ß, welche 
die Eigenschaften 1 und 2 aufweist, stets eine Darstellungsgruppe von ^ 
ist. — Hierbei verstehe ich (D., S. 23) unter einer abgeschlossenen Gruppe 
eine Gruppe, deren Multiplikator die Ordnung 1 besitzt, die also als ihre 
eigene Darstellungsgruppe erscheint. 

Die von mir in D., § 3, angegebene Methode zur Berechnung des 
Multiplikators einer Gruppe ^ geht von der Betrachtung des allgemeinen 
Kompositionsschemas für die Elemente der Gruppe aus. In § 3 dieser Arbeit 
zeige ich, daß es zur Lösung dieser Aufgabe auch genügt, irgend ein voll- 
ständiges System von definierenden Relationen zwischen erzeugenden Ele- 
menten der Gruppe ^ zu betrachten. Auf Grund dieser Methode bestimme 
ich in § 4 die Multiplikatorgruppen einer Reihe spezieller Gruppen, darunter 
auch der il6efechen Gruppen. 

In § 5 stelle ich die Darstellungsgruppen der bekannten endlichen 
Gruppen auf, die man durch Betrachtung der binären linearen Substitutionen, 
deren Koeffizienten (za/omche Imaginäre sind, erhält. Die Bestimmung der 
Grade der sämtlichen irreduziblen Darstellungen dieser Gruppen durch 
ganze oder gebrochene lineare Substitutionen (mit beliebigen Koeffizienten) 
ergibt sich alsdann durch Berechnung der Charaktere ihrer Darstellungs- 
gruppen (§ 6). 

§1- 
Es sei 

eine endliche Gruppe der Ordnung A, die durch die h^ Relationen 

*) Unter einer vollkommenen Gruppe versteht man eine Gruppe, die nur kogre- 
diente Isomorphismen in sich zuläßt und keine invarianten Elemente, außer dem Haupt- 
element K, enthält (vgl. //oYrfe/-, Math. Ann., Bd. 46, S. 321). 
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bestimmt ist Eine Gruppe ® bezeichne ich dann als eine darcli die Abekche 
Gruppe 

9t = .4, + ^, + ... + .4,., 

ergänzte Gruppe von ^ oder auch als eine Gruppe (91,^), wenn ® die 
Elemente von 9( als invariante Elemente enthält und ^ der Gruppe ^ iso- 
morph ist (D., S. 22). Setzt man 

® = 9tÖo + 2löi + - + 9l^Vn 

wobei der Komplex 9( G^a dem Element II^ der mit ,^j isomorphen Gruppe ^ 
entsprechen möge, so besteht für die Elemente 0^^(7^^...Gf^_^ ein System 
von A* Relationen 

(1.) G^G^ = A^^^G^^^^^^, (i,^=o,i,...Ä-i) 

wo die Ai^^ gewisse Elemente der Untergruppe 9( von @ bedeuten. Die 
Gruppe ® ist als vollständig bestimmt anzusehen, wenn die A^ Elemente A^^^ 
gegeben sind; ich will daher sagen, die Gruppe ® entspreche dem Elementen- 
System A^^^. Setzt man noch ^1^,^ = ^//^,^ , so genügen diese Elemente, wie 
sich aus dem assoziativen Gesetz ergibt, den h^ Relationen 

(2.) Ap^^ Ap^^f, = Ap^^f,A^^j,. (i>.c^.Ä-^o./',..../'A-i) 

Sind aber umgekehrt für irgend ein System von A^ Elementen 4^ ,, = 4^^,^ 
der Gruppe 91 diese Bedingungen erfüllt, so bilden die (^A Elemente 

(3.) A^G^^ (o=>0,l,...a-l, A = ü,l,...A-l) 

wenn vorausgesetzt wird, daß G,^^ G^^...Gf,_^ mit allen Elementen von 9( 
vertauschbar sein und den Relationen (1.) genügen sollen, eine Gruppe ® 
der Ordnung ah. Denn alsdann sind für die Komposition der aA Elemente 
(3.) alle Bedingungen der Gruppenbildung erfüllt. Diese Gruppe % ist dann 
eine gewisse durch die Gruppe 91 ergänzte Gruppe von ^. 

Sind C^i, C\, ... Ca-1 irgend welche Elemente von % und setzt man 

so genügen auch die Elemente Äj^^^ = Äjj^ff den Gleichungen (2.). Die 
beiden Elementensysteme A^^^ und ^4^,^ sollen als einander assoziiei^t bezeichnet 
werden. Offenbar sind zwei Gruppen (9(, |)), die assoziierten Elementen- 

12* 
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Systemen A^^^ und Ai^^ entsprechen, als nicht von einander verschieden an- 
zusehen. Denn ersetzt man das vollständige Restsystem ^n, öi, ... 6^a-i von 
@ mod. 91 durch das vollständige Restsystem Co^^o, ^\G^i, ••• t^v^-iö^A-i, so 
treten an Stelle der Elemente A^^^ die Pilemente Ax^^. 

Sind ferner A^^^ und A\^^ zwei Elementensysteme von 91, denen 
Gruppen (91, ^) entsprechen, so entspricht auch dem System der Elemente 
^Ä,/i ^^\,u eine solche Gruppe. Denn auch diese Elemente genügen den 
Gleichungen (2.). 

Es sei nun 

ebenso wie 91 eine ^ie/sche Gruppe der Ordnung a. Sollen dann zwei 
durch die Gruppen 91 und 93 ergänzte Gruppen von ^ 

® = 9lGo+.9l6\ + ... + 9((y,_, 
und 

@'=23(?<; + 9.^ (;; + ... + 93 ÖLi, 

die durch die Gleichungen 

bestimmt sind, einander isomorph sein, so sind drei verschiedene Arten von 
Isomorphismen zu unterscheiden, die ich als Isomorphismen erster, zweiter 
und dritter Art bezeichnen will: 

1. Es entspricht jedem Element des Komplexes 91 ö^ ein Element 
des Komplexes 93 öl- — Dann müssen die Gruppen 21 und Sl^ isomorph 
sein. Man kann auch das vollständige Restsystem ö,',, öl, ... Gi_i von ®' 
mod. 53 so wählen, daß dem Element G^ von & das f^lement G[ von ®' 
entspricht; dann entspricht dem Element /l^,^ das Element -ö^^^. Läßt sich 
umgekehrt ein Isomorphismus (^ ) zwischen 81 und 93 angeben, der das 
Element A^,, von 91 in das Element Bi^^, von 93 überführt, so erhält man, 
indem man dem Element A^ G^ von ® das Element ß« G[ von @' zuordnet, 
einen Isomorphismus zwischen den Gruppen & und ®'. 

2. Es entspricht jedem Element A^ von 9( ein Element B„ von 93, 
ferner dem Element Gi ein Element des Komplexes 93(jJ^(ä,, wo. aber der 
Index /(i) nicht für jedes l gleich l ist. — Dann erhält man offenbar, 
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indem man dem Element Hx von ^ das ^Clement I^^n) entsprechen läßt, 
einen Antomorphismus H^(}j ) von ^.*) 

3. Es entsprechen Elementen von 9t auch solche Elemente von @\ 
die nicht in 33 enthalten sind. — Dann brauchen 91 und 23 nicht isomorph 
zu sein. Ein solcher Isomorphismus zwischen @ und & kann aber nur 
dann bestehen, wenn ® und & auch invariante Elemente enthalten, die nicht 
in 91 und 35 vorkommen. Dieser Fall kann also insbesondere nicht ein- 
treten, wenn die Gruppe ^ keine invarianten Elemente (außer E) enthält. 

Über die Isomorphismen zweiter Art ist noch folgendes zu bemerken: 
Zunächst kann man durch passende Wahl des vollständigen Restsystems 
öi, GJ, ... öi_j erreichen, daß dem Elemente Gx von ® das Element G'^^i^ 
von @' entspricht; dem Element A^^^ von 9( korrespondiert dann das Ele- 
ment B^^i^^^^^^—Bi^ von 23. Es sei nun speziell H ein innerer Automor- 
phismus von ^; dann läßt sich also ein Element H^ von ^ angeben, so 
daß //^(i) = IIj^ Hl H^ wird. Entsprechend wird 

wo Cx ein gewisses Element von 23 bedeutet. Dann erhalten wir aber auch 
einen Isomorphismus ei^ste?* Art zwischen den Gruppen & und @', indem 
wir dem Element A^ Gx von & das Element B^ Cr^ G[ von &' zuordnen. 
Denn es entspricht alsdann dem Element 

(A^Gx)liA,G,)==A^A,Ax,,G^,x.,, 
von & in &' das Element 

Ba Bß Bx^^ ^-^ll,n) ^'(piX.fj) = i^a Bß Bx^^ G'^ G'y jy(A,;i)| G'~\ 

dies ist aber, weil /{y(^, /O} =y UW?/G^)I ^^t, gleich 

BaBßG',G^,,x,G'^,,,G^-' = {^^^^^ 

Man hat daher neben den Isomorphismen erster Art nur solche Iso- 
morphismen zweiter Art zwischen @) und @' zu berücksichtigen, die auf 
äußere Automorphismen H von ^ führen. 



*) Nach dem Vorgange des Herrn Frobenius (Sitzungsberichte der Berl. Akad. 
1901, S. 1324) sollen die Isomorphismen einer Gruppe in sich als Automorphismen der 
Gruppe, die kogredienten Isomorphismen in sich als innere, die kontragredienten als 
äußere Automorphismen bezeichnet werden. 
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Ist demnach ^ speziell eine vollkommene Gruppe, so genügt es, 
um nachzuweisen, daß zwei ergänzte Gruppen @ und @' von ^ nicht iso- 
morph sind, sich auf die Betrachtung der Isomorphismen erster Art zu be- 
schränken. 

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen wende ich mich zu der 
Behandlung der Aufgabe: wie erhält man aus einer gegebenen Darstellungs- 
gruppe ß iwn ^ die etwa noch existierenden anderen Darstellungsginippenf 

Es sei neben der Darstellungsgruppe Ä = (9i,^) noch eine zweite 
Darstellungsgruppe Ä'==(9i', ^) bekannt. Dann sind die AbekcYien Gruppen 9i 
und 31' dem Multiplikator yjl von ^ isomorph; wir wollen sie daher beide 
mit ^ bezeichnen. Es sei 

Ä = 9Röo + 9RQ, + ..- + aRQ,_„ 



ferner sei 



^l ^H — 'A./i ^yCA,A')' ^A Q^ — Jl, fA ^v.(Z, /!)» 



wo Jx^^ und J[^^ Elemente von 3K bedeuten. 

Sind dann Mii=^Ej M^^ ... il/,„_i die Elemente, ferner 

die m Charaktere der il6e/schen Gruppe 9K, so repräsentieren die vi Zahlen- 
systeme 

VI Lösungen der Gleichungen 

(4.) ^P,Q^PrAÄ = ^V,r^Ä^Q,«, (i',Q,ft=lfo.ir.,...ifA-l) 

von denen nicht zwei assoziiert sind (vgl. D., §§ 1 und 2). Daher muß jede 
andere Lösung der Gleichungen (4.) einer dieser m Lösungen assoziiert sein. 
Dasselbe ist für die vi Zahlensysteme i/Zj^ {Ji,i^ der Fall. Folglich muß 
jedem M^ ein anderes wohlbestimmtes Element M^ von 9K entsprechen, so 
daß die Zahlensysteme xpM Q^iu) »nd ip^ GA,^) einander assoziiert werden. 
Dann ist aber auch für je zwei Indizes g und' a das System der A^ Zahlen 
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dem Zahlensystem 

assoziiert. Daher erhalten wir einen Automorphismus A der Gruppe 3R, 
indem wir dem Element M^ das Element M^ zuordnen. 

Es läßt sich dann bekanntlich ein anderer (eindeutig bestimmter) 
Automorphismus b = (j) von 9Ji angeben, so daß 

wird. Es möge B das Element J/,^ in Jl[^ überführen. Dann ist zunächst 
die Gruppe Ä' der dem Elementensystem Ji[^ entsprechenden Gruppe 

isomorph. Ferner ist für diese Gruppe das Zahlensystem 

dem Zahlensystem tp^ Qh,,*) assoziiert, d. h. es lassen sich h Größen c», 
Ci,...Ca_i bestimmen, so daß 

oder, was dasselbe ist, 



v.,(-A':,.w= 



ex Cu 



wird. Betrachtet man jetzt die dem Elementensystem 

entsprechende durch die Gruppe 9R ergänzte Gruppe von ^ 

so ist für diese Gruppe jedes der m Zahlensysteme rpy (Ci^^) dem Zahlen- 
system V'if,(C2,^)=l assoziiert. Hieraus folgt aber nach den Ergebnissen 
von D., § 2, daß der Kommutator der Gruppe ® kein Element von 9R außer 
dem Hauptelement E enthält 

Umgekehrt schließt man leicht, daß, wenn & irgend eine Gruppe 
(9R,^) ist, die durch das Elementensystem C)_^^ bestimmt und deren Kommu- 
tator zu ÜK teilerfremd ist, die dem Elementensystem J^^^ Ci^^ entsprechende 
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Gruppe (9K, ^) eine Darstellungsgruppe ^' von ^ ist Denn es sind dann 
unter den m Zahlensystemen 

nicht zwei einander assoziiert. — Hierbei führen offenbar zwei einander 
assoziierte Elementensysteme C^,^ und Ci,^ von 9K auf dieselbe Gruppe Ä". 

Wir gelangen also zu folgendem Resultat: 

Es sei ^ eine durch die Elemente J^,^ bestimmte Darstellungsgruppe 
von ^; es seien ferner höchstens n Systeme 

(7(0) rp) rUn-l) 

a 
von je A^ Elementen der Gruppe 9Jl vorhanden, von denen nicht zwei ein- 
ander assoziiert sind, und die so beschaffen sind, daß die Kommutator- 
gruppen der ihnen entsprechenden n Gruppen (9K,^) 

zu 9}} teilerfremd sind. Dann ist jede Darstellungsgruppe von ^ einer der n 
durch die Gleichungen 

bestimmten Darstellungsgruppen 

Ä^'> = ÜK QS^H 9» Or + - + 9» Qi!?i 
isomorph. 

Ehe ich zur Berechnung der hier definierten Zahl n schreite, will 
ich zeigen, daß zwischen je zweien der Gruppen ^^''^ kein Isomorphismus 
erster Art bestehen kann. Denn es möge sich etwa zwischen ^^^ und ß^*'^ 
ein solcher Isomorphismus angeben lassen. Dann muß auch ein Auto- 
morphismus A = (jr) von 9R existieren, der das Element ^i,^ Q^^, in ein 
Element der Form 

überführt, wo die C\ gewisse Elemente von 9W bedeuten. Es wird dann, 
wenn A das Element /i,^ i« 'A'.^? das Element QfJ in ^'a,^ überführt, 
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Folglich ist auch für jeden Charakter V'irO/) von 9K 

(5.) ^MJ ^u{i\,) = ^m(JI,) v;.(c;.,). 

Nun ist aber, wenn ip^f(J') = y(J) gesetzt wird, auch /(J) ein Charakter 
von 9K; es sei etwa /^QJ)=:ipjj(J). Dann folgt aber aus (5.), weil sowohl 
die Ausdrücke tpu^Px^^s) als auch die /usdrUcke 

sich auf die Form --^^- bringen lassen, da£ die Zahlensysteme fjuQh.u) und 

einander assoziiert sind. Daher muß M=M und also auch '^}^^='Ji^ft s^iö. 
Da nun aber die Kommutatorgruppe von ^ alle« Elemente von 3Jl enthält 
und offenbar jedes Element von 9Ji, das ein Produkt von Kommutatorele- 
menten der Gruppe Ä ist, sich auch als Produkt der Elemente J^,^ dar- 
stellen läßt, so erzeugen die Elemente Ji^,, die ganze Gruppe 9JK Daher 
muß, weil J[^^ = Jx^^ ist, A der identische Automorphismus sein. Demnach 
ist C2,^ = 6W =i^2,^, d. h. die Elenaentensysteme O/fJl und C|^j, sind einander 
assoziiert. Dies erfordert aber, daß (> = (j wird. 

Ist daher ^ speziell eine vollkommene Gruppe, so sind unter den 
n Gruppen Ä^"^ nicht zwei isomorph. — Dagegen können, wenn ^ keine 
vollkommene Gruppe ist, zwischen den Gruppen Ä^"^ noch Isomorphismen 
zweiter oder auch dritter Art bestehen, die von Fall zu Fall besonders zu 
untersuchen sind. 

Es soll nun gezeigt werden, wie man die n Elementensysteme (Y^^» '^^ 
bestimmen hat. 

Es sei 

@ = 2}lGo + 9KGi + - + 9KÖ,^i {o.cy^c^^^o^^,^^^) 

eine der n Gruppen ©^"^ Der Voraussetzung nach repräsentieren die Ele- 
mente i?i,Äl,... ÄLi des Kommutators 91' von @ genau r mod. 9)i inkon- 
gruente Elemente von ®. Da wir das Elementensystem 6^,^ durch ein ihm 
assoziiertes System, oder was dasselbe ist, jedes Element Gi durch ein anderes 
Element des Komplexes SSÜGi ersetzen dürfen, können wir annehmen, daß 
die Elemente 7^, ÄJ, ... Ji[_^ unter den h Elementen ^7;^ vorkommen. 
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Es sei nun 9% der Kommutator von ^ nnd 

^ = 91 r„ + gft r, + ... + 9? 7U • («=*. ^o=^) 

Bezeichnet man die Komplexe 9t T,„ JR Tj, ... 91 T,_, , die die Ahehche Gruppe 
@ = |? bilden, mit /S^, 'S\,...S,_,, ferner, wenn 2\ — II^ ist, das Element G^ 
von ® mit T„ nnd den Komplex 9t' 7'^ mit .S^, so wird, falls noch 



ist, 

■'e ^^^^ ^^ *"'«' ^e ^^ ^^e» <* *^/ (e. «y) » 



(6.) '^e ''^'^ ^ *^^ '^'e ~ ^e. ö *^i 



hierbei bedeutet 7)^,^ = /)^,^ = 7)^ ^^ ein gewisses Element von 9R. 

Man zeigt nun ohne Mühe, daß durch die s^ Elemente 7)^ <, alle 
h^ Elemente 6\,^ mitbestimmt sind, ferner, da£ die h^ ans dem assoziativen 
Gesetz hervorgehenden (den Gleichungen (2.) analogen) Bedingungs- 
gleichungen für die Elemente Cx^^ sich auf die s^ Relationen 

reduzieren. Daraus folgt, da£ die Bestimmung der Elementensysteme C;,^ 
identisch ist mit der Bestimmung der verschiedenen (einander nicht asso- 
ziierten) Systeme 7)5 5^ =^ D^^ .9 , die den Bedingungen (7.) genügen, oder, 
was dasselbe ist, die so beschaffen sind, daß die Gleichungen (6.) eine durch 
die Gruppe 9W ergänzte i46e/sche Gruppe von © definieren. 

Es seien nun «i,«i»'..fjt die Invarianten der -46e/schen Gruppe @, 
ferner mögen die Elemente *Si,S2, ...5;^ eine Basis von® bilden, wobei das 
Basiselement ^S^ zu dem Exponenten e^ gehören möge. Ist dann 

S^^ST ^y ... «?*, (e-*+i,*+2....,-i) 

so lassen sich die Elemente TY^i, Ti^^2^ ••• 7V_i innerhalb der Komplexe 
9Jt7V^.,,9Jt7V^2,...a»7V.i so wählen, daß auch 

wird. Dann sind die s^ VAemewte D^^^ vollständig bestimmt, wenn man die 
k P^lemente 7)i, A, ... JK kennt, für die 

S[^^ = D, 9t', S!/^ = A ^\... S'f' = A 91' 
ist. 
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Die Elemente D^^ D^^... Dj, unterliegen aber keiner einschränkenden 
Bedingung; denn man Überzeugt sich leicht, daß bei jeder Wahl derselben 
das ihnen entsprechende Elementeusystem Ds ,s^ den Bedingungen (7.) ge- 
nügt. Es entspricht daher auch jeder beliebigen Wahl von k Elementen 
/)i,/)2, ... Dj, innerhalb der Gruppe 9Jl ein System von Elementen Cx^^^ 
welches die verlangte Eigenschaft besitzt. 

Über die Wahl der Elemente 2\', jfa, ... 2^ innerhalb der Komplexe 
^Tl.mT^, ...SiSlTl ist jedoch noch nicht verfügt worden. Sind daher 
3/i, Mij ... M„ beliebige k Elemente von 9)1, so entspricht den beiden Systemen 
D,,D.,,...D, und AMf-, AiV,%.../),iV/* dieselbe Gruppe ®. 

Wir sehen also, daß die gesuchte Anzahl n gleich ist der Anzahl 
der verschiedenen Möglichkeiten, innerhalb der Gruppe 9Ji Elemente /)i, 
D^^.,.D„ auszuwählen, wobei zwei Systeme Di^ TX^ ... Di^ und D[^ D2^...D[ 
als nicht verschieden anzusehen sind, wenn sich ^- Elemente J/,, il/z, ... il/* 
bestimmen lassen, so daß 

wird. 

Auf Grund dieses Ergebnisses läßt sich n leicht explizit angeben, 
wenn man die Invarianten ei,^2,'-.^'/ der Ak/schen Gruppe 9K als bekannt 
annimmt. Es mögen nämlich alsdann i*\, i^2» ••• 2^'/ eine Basis von ÜK bilden, 
und es sei <?a die Ordnung von Fi. Setzt man dann 

so ersieht man, daß n gleich ist der Anzahl der verschiedenen Möglich- 
keiten, kl Zahlen d^ß derart zu wählen, daß d^^ einen der Werte 0, 1, ... e^— 1 
annimmt, wobei zwei Systeme d^ß und d'^ß als nicht verschieden zu gelten 
haben, falls daß — daß sich auf die Form >vs^ + yeß bringen läßt. Hieraus 
ergibt sich aber für n der Wert 

?i= //(«a? ^ß)9 (a = l,2,...*; /9=1,2,.../) 

WO (^«7 ^/i) ^^w größten gemeinsamen Teiler der Zahlen e^ und eß bedeutet. 
Wir erhalten also den Satz: 

I. Ist JR de?* Kommutator der Griqype ^, sind f,, «2? ••• ** die In- 
Varianten der Abelschen Gruppe ^ und <?i, ^25 ••• ^/ die InvaHanten des Multi- 
plikators 9K von ^, so ist die Anzahl der verschiedenen Darstellungsgruppen 
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von ^ höchstem (jleich Fl (f«, e^ und stets genau gleich diese?* Zahl, wenn ^ 
eine vollkommene Gruppe ist. 

Speziell ergibt sich hieraas: 

II. Sind die Ordnungen der Gruppe ^ und 9K teilerfremde Zahlen, 
so besitzt ^ nur eine Darstellungsgruppe, 

Dieser Fall tritt insbesoudere ein, wenn der Kommutator von ^ mit 
der Gruppe ^ übereinstimmt, ein Resultat, das ich in D., § 3, auf anderem 
Wege abgeleitet habe. 



§2. 

In enger Beziehung zu der eben durchgeführten Untersuchung steht 
die allgemeinere Aufgabe: wenn eine Abeh6hQ Gruppe 21 und eine beliebige 
Gruppe ip gegeben sind, alle durch die Gruppe 31 ergänzten Gruppen von ^ 
zu bestimmen. — An dieser Stelle will ich mich damit begnügen, diese Auf- 
gabe unter Hinzunahme der Forderung zu behandeln, daß die Kommutator- 
gruppen der zu bestimmenden Gruppen alle Elemente der Untergruppe 91 
enthalten sollen.*) 

Es sei 

2 = 21/.o + 9tL, + .- + 3l/.,_i 



*) Die Bedeutung dieser .Gruppen beruht auf folgendem. — Man habe irgend eine 
endliche Gruppe vp von h gebrochenen linearen Substitutionen 

(a) I I (a) I (a) 

Man betraclite die A Matrizen n-ten Grades ^a = (ai"i'). Dann erzeugen die Matrizen 
AaAßAä AJ eine endliche Gruppe 91'; die in 5R' enthaltenen Matrizen der Form 

(>0...0^ 
ß...O 







bilden eine Abekche Gruppe ^, deren Ordnung a sei. Man kann dann h Konstanten r« 
bestimmen, so daß die Matrizen r^ Aa eine endliche Gruppe der Ordnung ah erzeugen 
(vgl. D., §§ 2 und 3). Jede der so entstehenden Gruppen ist dann eine durch die Gruppe 91 
ei^änzte Gruppe von .^5, die die im Texte verlangte Eigenschaft besitzt. 
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eine solche Gruppe; mau bezeichne die Ordnung der Abehcixtn Gruppe ^ 
mit ö, ferner ihre a Charaktere mit 

Ist dann Ä eine Darstellungsgruppe von ^, für die die Zeichen i>/^, Ji^^ 
und v^j, (J) dieselbe Bedeutung haben wie früher, und ist noch 

wo die Ax^f, gewisse Elemente der Gruppe Sl bedeuten, so sind die a Zahlen- 
systeme 

(8.) X'^\A,^,) (a=U,l,...a.l) 

wegen der über die Gruppe 2 gemachten Voraussetzung genau a verschiedenen 
unter den m Zahlensystemen 

assoziiert (D., § 2). Es seien dies die Zahlensysteme 

Dann bilden die a Elemente il/;„ 3/i, ... if^^i eine der Gruppe St isomorphe 
Untergruppe 9)1' von 9K. Betrachtet man dann die zu W reziproke Unter- 
gruppe von 3Jl, d. h. diejenige Gruppe 9i, die aus allen den a Bedingungen 



t//j^^(iV)=l (a=ü,l,...a-l) 

genügenden Elementen N von 9K besteht, so ist die Gruppe 9K', und also 

91 



auch Sl der Gruppe ^y isomorph. Wir können daher ohne Beschränkung 



der Allgemeinheit annehmen, da£ 31 die Gruppe ^ selbst bedeute. 
Ist dann etwa 

und bedeutet das Element Aß den Komplex 31 K^^ so repräsentieren die 
Wertsysteme 

die a Charaktere von ^^ = ^„. Setzt man noch 
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WO Ni^^ ein Element von 9i, dagegen iT;,^ und K) ^ gewisse unter den Ele- 
menten ÄJ,, Ä^i, ... iT^^i bedeuten sollen, so stimmen die Zahlensysteme (8.) 
und (9.) mit den Zahlensystemen 

bzw. 

überein. Man schließt nun in ganz analoger Weise, wie es auf S. 91 bei 
der Betrachtung zweier Darstellungsgruppen von ^ geschehen ist, daß sich 
ein Automorphismus der Gruppe -^ angeben läßt, der das System der Ele- 
mente 3lKJif, von -^ in ein Elementensystem ^K[\^ überfuhrt, so daß das 

Zahlensystem /^"^ (9? Ä^!^) für jedes a dem Zahlensystem x^''^(^^i,h) asso- 
ziiert wird. Es entspricht dann dem System der Elemente ^K[\^ eine durch 
die Gruppe >l=«y ergänzte Gruppe 2' von ^, welche der Gruppe 2 iso- 
morph ist, und zwar derart, daß zwischen 2 und 2' ein Isomorphismus erster 
Art besteht. Ferner entspricht dem System der Elemente 

(5«Ä-;:,)(9?ir,„)-'=^,,„ 

eine durch die Gruppe 31 ergänzte Gruppe 

@ = 21 ö„+ 31 öl -I- - + 31 Ö*-.i (^i<^/.=^i./.S(i.A')) 

von ^, welche die Eigenschaft besitzt, daß ihr Kommutator 91' kein {Cle- 
ment von 31 (außer dem Element E) enthält. 

Es mögen nun die Elemente 7\, Ij? ••• ^'*? bzw. die Zahlen «i, f^, ... t^ 
dieselbe Bedeutung haben wie auf S. 94; ferner setze man, falls 7"^ = //^ 
ist, G^ = Tl. Man kann dann durch passende Wahl der Elemente Go? ö^n ••• Gh^\ 
innerhalb der Komplexe Äöo, 2t(?i, ... S16^a_j erreichen, daß die sämtlichen 
Elemente Bj,,, als vollständig bestimmt erscheinen, sobald man die k VX^- 
mente B^^B2,.». Bit von Sl kennt, die den Bedingungen 

(JR' Tiy^ = B, SR', (JR' Tiy- = B, SR', ... (91' r,')'* = B, 5R' 

genügen. 

Es sei nun etwa 

B,^^ = B?^B^,^...B?^; 
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ferner sei 5, = 9ir^ und Bi^^ = ^lVi^^^ wo V^ und F^,^ gewisse unter den 
Elementen ÄojjfiTi, ... A*^.! bedeuten. Setzt man dann für die auf S. 94 be- 
trachteten Elemente A? A, ••• A von 911 die Elemente F,, Fj, ... F^, so 
bestimmen sich die dort auftretenden Elemente C?,^ mit Hilfe der \\ in genau 
derselben Weise wie die A,;i nait Hilfe der £^, wobei nur zu beachten ist, 
daß der Exponent ß^ modulo der Ordnung des Elementes A von ^ redu- 
ziert werden kann, diese Ordnung aber nicht mit der Ordnung des Elementes 
F. von 9R übereinzustimmen braucht. Jedenfalls ergibt sich aber 

folglich auch 

wo Ni^^ und Nl^f, Elemente von 9i bedeuten. Man bilde nun das System 
der Elemente 

'A,^ C*!^^ = iVi^ A^ ^ /Ti,^ Fi ^ =: Nl[^Kl[^^ 

wo auch iV/' ein Element von 31 bedeutet. Diesem Elementensystem ent- 
spricht dann eine Darstellungsgruppe ß' von ^ , ferner ist ^j^ eine durch die 

Gruppe ^ ergänzte Gruppe von $, die ebenso wie die Gruppe 2' durch 

die Elemente 31 Kl'^ von ^.. bestimmt ist Folglich ist 2' und also auch ß 

der Gruppe ^ isomorph. 

Umgekehrt schließt man leicht, daß, wenn Ä eine beliebige Dar- 
Stellungsgruppe von ^ ist, die Gruppe -^. eine durch die Gruppe ^ ergänzte 

Gruppe von ^ ist, deren Kommutator alle Elemente von ^ umfaßt. 

Wir können daher den Satz aussprechen: 

ni. Smd Ä, Ä',^", ... die verschiedenen Darstellungsgruppen von ^, 
so erhält man die sämtlichen durch Abelsche Gnippen St ergänzten Gruppen 
von ^ , deren Kommutator gruppen alle Elemente von 81 enthalten, indem man 
die i^erschiedenen Untergruppen SR, 9i', ... des Multiplikators von ^ aufsucht 
und die Gruppen 



bildet. 



31' 


31' 


gj .- 


Ist 


Ä' 


Ä" 


3t" 


31' ' 


3l""" 
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Aus diesem Satze läßt sich eine für die Anwendungen wichtige 
Folgerung ziehen. 

IV. Es sei 2 eine durch die Abelsche Gruppe 21 ergänzte Gruppe i^on ^ , 
deren Kommutator alle Elemente von 31 enthalt; es sei ferner a die Ordnung 
der Gruppe 91 und m' die Ordnung des Multiplikators vo7i2* Dann ist am' 
durch die Ordnung m des Multiplikators 9K von ^ teilbar. Läßt sich ins- 
besondere eine Darstellungsgruppe £l von 2 angeberij die zugleich eine ergänzte 
Gruppe von ^ ist, so üt £l auch eine Darstellungsgruppe von ^ und es ist 
am' = m. Ist speziell 8 eine abgeschlossene Gruppe, so ist 2 selbst eine Dar- 
stellungsgruppe von ^. 

Ist nämlich r die Ordnung des Kommutators von ^, so besitzt der 
Kommutator von 2 die Ordnung ar, der Kommutator jeder Darstellungs- 
gruppe £l von 2 die Ordnung m'ar. Nun läßt sich aber nach Satz III 
eine Darstellungsgruppe Ä von ^ und eine Untergruppe 31 von 9K angeben, 
80 daß 2 der Gruppe j. isomorph ist. Es ist aber dann ^ eine ergänzte 

Gruppe von 2, und da der Kommutator von Ä die Ordnung — -ar hat, so 

ist (nach D., Satz II) die Zahl m' durch - , d. h. m'a durch m teilbar. Ist 
insbesondere ;Ü auch eine ergänzte Gruppe von ^, so ist umgekehrt auch 
m durch m'a teilbar, also ist m'a = m und folglich ist £l eine Darstellungs- 
gruppe von ^. Dies tritt speziell ein, wenn m'=I ist; denn alsdann ist 
Ü = 2, also jedenfalls eine ergänzte Gruppe von $. 



§3. 

In D., § 3, habe ich eine allgemeine Methode zur Bestimmung des 
Multiplikators und einer Darstellungsgruppe einer vorgeschriebenen Gruppe ^ 
angegeben. Diese Methode läßt sich nun, wie jetzt gezeigt werden soll, 
derart modifizieren, daß sich die erforderlichen Rechnungen in den meisten 
speziellen Fällen bedeutend einfacher gestalten. 

Ich will zunächst die a. a. 0. gewonnenen Resultate kurz rekapi- 
tulieren. 

Es sei wie immer 

das Kompositionsschema der Gruppe^. Man führe h erzeugende Elemente 
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Q,,, Qi,... Qa_i ein und setze fest, daß die A^ Elemente 

mit den h erzeugenden Elementen vertauscbbar sein sollen. Die h^ Gleichungen 

definieren alsdann eine unendliche Gruppe Ä'; die Elemente Jz/^^,// erzeugen 
eine unendliche Ahehah^ Gruppe SR', die durch das System der h^ Relationen 

vollständig definiert erscheint. Die Gruppe 91' läßt sich dann als das direkte 
Produkt einer unendlichen Abekchen Gruppe 91" vom Range A, in der kein 
Element außer dem Hauptelement E eine endliche Periode besitzt, und einer 
endlichen Gruppe 9i darstellen. Die Gruppe 9i — die umfassendste in 31' 
enthaltene endliche Gruppe — ist dem Multiplikator SUl von ^ isomorph 
und repräsentiert zugleich den größten gemeinsamen Teiler der Untergruppe 9i' 
und des Kommutators X der Gruppe Ä'. 

Ich nehme nun an, die Gruppe ^ möge sich durch n Elemente 

Si = i?,, $2 = 112, ,.. S^ = H„ 

erzeugen lassen, für die ein System 

^(S,)=^ («=1,2,...,) 

von q die Gruppe ^ vollständig definierenden Relationen bekannt ist;*) 
hierbei bedeutet f^ (S^) ein gewisses Produkt der Sy mit positiven oder nega- 
tiven Exponenten. 

Bezeichnet man nun die den Elementen Hi^Hz, ...11^ entsprechenden 
Elemente Q,, Q27 ... Qn von fi' mit T,, 72, ... 7"., so erzeugen diese « Elemente 
eine Untergruppe & von Ä', die durch die qn Relationen 

(10.) TrfXJ'J) = f.m.T, a=,,.,....;«=i,2,...,) 

definiert werden kann. 
Die q Elemente 



*) Vgl. Di/ck, Math. Ann., Bd. 20, S. 1. 
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gehören sämtlich der Untergruppe SR' von Ä' an; sie mögen die Unter- 
gruppe iV von @ erzeugen. Ist etwa H^ gleich dem Produkt (jxi^y) der 
n Elemente S/) und bezeichnet man das Element jr^ (7'^) von @ mit G^^ so 
lassen sich offenbar die h^ Elemente 

als Produkte der J^ darstellen. Umgekehrt lassen sich auch die Elemente J^, 
wie unmittelbar ersichtlich ist, durch die Fjf^^jf ausdrücken. 
Aus den für äiQ Fh^^h bestehenden Gleichungen 

(11-) . Fp,qFrQ,R = Fp^(^i^t\^i^ 

werden sich dann gewisse s unabhängige Gleichungen von der Form 

(12.) Jfol ./^2 .,,Jßa, = E (a=l,2.....) 

ergeben, die den Gleichungen (11.) vollständig äquivalent sind und sich 
daher als ein System von definierenden Relationen für die durch die J, er- 
zeugte Abehche Gruppe 53' ansehen lassen. 

Nun hat jedes der Elemente Qi von Ä' die Form (\ G^^ wo C\ ein 
gewisses Element von 9i' bedeutet, und speziell die n Elemente (\^ (\^ ... (\ 
gleich E zu setzen sind. Es wird dann 

Daher läßt sich die Gruppe SR' durch die A - n Elemente C^, T^^,, ... C^^i 
und die 5 Elemente -A, '/2, ... -/^ erzeugen. 

Es möge jetzt (vgl. den D., S. 32, zitierten Satz) die ilie/sche 
Gruppe 95' das direkte E^rodukt einer endlichen Gruppe 33 und einer unend- 
lichen Gruppe 33" vom Range k sein, in der kein Element außer dem Haupt- 
element eine endliche Periode besitzt. 

Es kann dann nicht k<Cn sein, weil sonst die Untergruppe SR" 
von SR' höchstens vom Range h — n + k<ch wäre, während wir doch wissen, 
daß dieser Rang genau gleich h ist. Daß aber k auch nicht größer sein 
kann als n, also gleich n sein muß, läßt sich etwa folgendermaßen einsehen. 

Man setze, wemi 11 JI^JT^ ,.. = H^ ist, 

^'a <?,^ ^y • • • = -f"^«, //^, //y ,... G^a • 



*) Hierbei soll für A=l,2,...7i das Trodukt g)XSy) gleich Sx sein. 
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Dann ist das Element Fjf^^„ „ . ein gewisses Produkt der Fnj^.n , und zwar 
ergibt sich aus dem assoziativen Gesetz für irgend welche p Elemente 
AyB, ... N^ P von § die Beziehung 

die zur Berechnung der F//«, /,,/... dienen kann. Bezeichnet man nun das 
Produkt 

n FpH (ä=//o,//„...//a.i) 

H 

mit /v, so ist, wie ich zeigen will, 

(14.) Fü^,_,^, = F^F,...FyF,Fz},,„,,. 

Für zwei Elemente .4 , 7? folgt dies nämlich leicht direkt aus (11.)? indem 
man P=A, Q = B setzt und auf beiden Seiten das Produkt über alle Ele- 
mente R von ^ bildet. Es möge daher die Formel (14.) für weniger als 
p Elemente bereits als richtig gelten. Dann folgt aber aus (13.) 

= F^Fß... FyFzB,..yFjB_^FpFzB„ NP- 

Dies ist aber die zu beweisende Formel (14.). 

Nun soll aber Oi = gi{T^ sein. Ist daher gx{T^) = l\Tßl\ ...^ so 
ist also 



folglich ist wegen (14.) 



^s^,s^,&y,... —F: 



(15.) F,^s,s^..=F,^^F,J,Js^.._. 

Daher laßt sich jedes der Elemente Fjjj^ durch die n Elemente Fs^^F^^^^ ... Fs^ 
ausdrücken. Aus (14.) folgt aber dann, daß sich auch die A-ten Potenzen 
aller F^^ b und also auch aller Elemente von 33' als Produkte von Potenzen 
der n Elemente Fg^ darstellen lassen, was offenbar für k > /i nicht möglich wäre. 
Daher ist der Rang k der Gruppe iV genau gleich n.*) 
Es ist ferner leicht einzusehen, daß die Gruppe ^, die als die um- 
fassendste in B' enthaltene endliche Gruppe definiert werden kann, gleich 9i ist. 



*) Zugleich ergibt sich, daß die 7i Elemente Fs^ von einander abhängig sind und 
keine endliche Periode besitzen. 
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Da nämlicli jedes Kommutatorelement von Ä' die Form Qi Q^ ör* Q^^ 
hat und dieses Element auch gleich Gi G^ Gj^ ö~^ ist, so ist der Kommutator 
% von ^' zugleich auch der Kommutator von ®. Nun enthält aber % die 
ganze endliche Gruppe 9i. Folglich ist 9i eine Untergruppe von S?' und 
also auch von 53; da andererseits $ö als eine endliche Untergruppe von 91' 
auch in 31 enthalten sein muß, so ist in der Tat 5> = 9l. 

Wir schließen hieraus, da 9i dem Multiplikator 3R von ^ isomorph 
ist, daß das System (/?«,) der Exponenten von (12.) genau vom Range 
(/ — n ist, ferner daß diejenigen Elementarteiler dieses Systems, die größer 
sind als 1, mit den Invarianten ^i,e^2?---^/ der Abehchen Gruppe W über- 
einstimmen. Insbesondere ist 7/1 = ^1^2 ... 6^ der größte gemeinsame Teiler 
aller Unterdeterrainanten (^ — ^)-ten Grades des Systems (/?ax)' 

Aus diesem Resultat ergibt sich noch eine für die Anwendungen 
nützliche Bemerkung. 

Da die Relationen (12.) die Untergruppe 33' von @ vollständig 
definieren, so muß sich jede aus den Gleichungen (10.) resultierende Be- 
ziehung zwischen den Elementen J^ = f^(T^) auch aus den Gleichungen (12.), 
d. h. durch Potenzieren und Multiplizieren dieser Gleichungen, ableiten lassen; 
oder, genauer gesprochen: ergibt sich eine Gleichung 

so muß 

r,= Zaji^^ (.=1.2....,) 

0=1 

sein, wo die a^ gewisse ganze Zahlen bedeuten. Hat man daher aus den 
Gleichungen (10.) auf irgend einem Wege s' Relationen der Form 

gewonnen, so müssen die Elementarteiler des Systems {y^^) nach einem 
bekannten Satze über Systeme mit ganzzahligen Koeffizienten*) durch die 
entsprechenden Elementarteiler ^i, 1 2, ... c^^ des Systems (/J^J teilbar sein. 
Ist insbesondere der Rang von (y^^) gleich 5 — n, so ist der größte gemein- 
same Teiler m aller Unterdeterrainanten des Grades q — n von (^^,) durch m 
teilbar. Man erhält auf diese Weise eine obere Grenze für die gesuchte Zahl m. 

*) Vgl. FrobeniiLs, dieses Journal Bd. 88, S. 96, und Sitzungsber. der Berl. Akad., 
1R94, S. Bl; ferner Hensel, dieses Journal Bd. 114, S. 109. 
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Man wird in vielen Fällen mit Erfolg noch anders verfahren können. 

Man unterwerfe, wenn Si^S2^...s^ die Ordnungen der Elemente 
*S,, Sj,... <S« von ^ sind, dien die Gruppe ® erzeugenden Elemente 
7\, 1\^...T^ noch den n Bedingungen 

•(16.) rr=E, T^=E,...r:^=E. 

Die durch die Gleichungen (10.) und (16.) definierte Gruppe ®' ist 
dann, wie ich zeigen will, eine endliche Gruppe. 

Es sei nämlich @ eine beliebige Untergruppe von ^ und es sei 

Dann ergibt sich, wenn P ein Element von © ist, aus der Gleichung 
indem man auf beiden Seiten das Produkt über alle Elemente Q von © bildet. 



nFp^^^nFp,^^^.^nFp^^^.*nF^^^,.. 



Nun ist aber offenbar 

folglich ist 

und daraus ergibt sich 



nF^^j.^nF^^^:, 



^Fp^,^=nFj.^f^^^ 



Fp^nFp^^=-\ nFp^,,Y. (Ä=//o. //,.... //^-i) 



Wendet man dies auf die aus den Potenzen von Sy bestehende zyklische 
Gruppe © an, so erhält man 

wo 

zu setzen ist Fügt man nun zu den Gleichungen (10.) noch die Gleichungen 
(16.) oder, was offenbar dasselbe ist, die Gleichungen 

hinzu, so wird auch Fs^=E', daraas folgt aber wegen (14.) nnd (15.), daß 
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die A-ten Potenzen aller F^b und also auch aller q Elemente J^ gleich E 
werden. Dies besagt aber, daß die Gruppe ©' in der Tat eine endliche 
Gruppe ist, und zwar eine Gruppe, deren Ordnung keinen zu h teilerfremden 
Primfaktor enthält. 

Ich will nun zeigen, daß der Kommutator von ®' genau von der 
Ordnung mr ist, falls r wie früher die Ordnung des Kommutators von {q 
bedeutet. 

Es mögen nämlich die Elemente Fg^^ Fs^^...Fs^ von ® die Unter- 

gruppe 5 von @ erzeugen. Dann ist offenbar & der Gruppe ^^^ isomorph, 
die durch die verschiedenen unter den Komplexen fJÄ gebildet wird, falls 
R alle Elemente von @ durchläuft. Nun besitzt aber kein Element von 5 
(außer E) eine endliche Periode; denn wäre dies der Fall, so würde sich 

wegen Fg^ = F^*" eine Bedingungsgleichung für die n Elemente Fg^ ergeben, 
was, wie wir auf S. 103 gesehen haben, nicht möglich ist. Daher ist ^ zu 
der Gruppe i^ = 9i und also auch zu dem Kommutator % von ® teiler- 
fremd. Sind nun 

die Elemente der Gruppe Xj so sind die Komplexe 

von einander verschieden. Diese Komplexe bilden aber offenbar den 
Kommutator von .!^ . Daher ist auch die Ordnung des Kommutators von ®' 
gleich Dir*) 

Es gelingt nun vielfach, die Ordnung und die Konstitution der 
Gruppe @' direkt aus den sie definierenden Relationen zu ermitteln. Man 
erhält dann den Multiplikator von ^ als den größten gemeinsamen Teiler 
des Kommutators von®' und der durch die Elemente J^ = f^(Ty) erzeugten 
Gruppe 91. Hierbei ist noch zu bemerken, daß, wenn x4i, ^dj, ... ^4, irgend 
welche Elemente von 31 sind, es auch genügt, an Stelle der Gruppe ©' die 

*) lieichter läßt sich das einsehen, indem man zeigt, daß ©' eine hinreichend 
ergänzte Gruppe von .p ist (vgl. I)., S. 23 und S. 31), d. h. daß man durch Betrachtung 
der Darstellungen von & durch ganze lineare Substitutionen die sämtlichen Darstellungen 
von .f) durch gebrochene lineare Substitutionen erhält. 
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durch die Elemente A^l\^ /l^l\^ .,. A/l\ erzeugte Untergruppe von ©' zu 
betrachten. Denn offenbar stimmt der Kommutator dieser Untergruppe mit 
dem Kommutator von @' überein. 



§4. 

Zur Illustration der im vorigen Paragraphen entwickelten Methoden 
mögen folgende Beispiele dienen: 

1. ^ ist eine zyklische Gruppe der Ordnung h. — Eine solche ist 
durch eine einzige Gleichung S* = E definiert. Die Gruppe ©' ist durch die 
Gleichung T^ = E zu definieren und stimmt also mit ^ tiberein. Es ist hier 
daher 7n = l (vgl. auch D., S. 50). 

2. Ich betrachte ferner die durch die Gleichungen 

(17.) St = E, Sl = St^\ St'S,S, = St' u^2) 

definierte Gruppe D,+i der Ordnung 2'+\ — Die Gruppe ® ist dann zu 
definieren durch 

7'2' T 7^2 T 7^2'-^ 7^—1 7' 7^ T 7"»-! 

WO 'Ji^'h^'h mit 1\ und T^ vertauschbar sein sollen. Aus der zweiten dieser 
Gleichungen folgt, daß T,^'"* mit T2 vertauschbar ist. Erhebt man daher 
beide Seiten der letzten Gleichung zur 2'~^-ten Potenz, so ergibt sich 

7"'2'~"l 72'—^ 71— 2^""^ 

oder 

(18.) Jr'Jt'^E. 

Die oben betrachtete Zahl q — n ist hier aber gleich 3 — 2 = 1, ferner ist 
der größte gemeinsame Teiler der Exponenten in der Gleichung (18.) 
gleich 1. - Daher ist auch in diesem Falle m=l. 

Die hier betrachtete Gruppe der Ordnung 2'"^^ ist dadurch charak- 
terisiert, daß sie nur ein Element der Ordnung 2 enthält und keine zyklische 
Gruppe ist.*) Man bezeichnet sie passend als die Gruppe der Ordnung 2'"*"* 
vom Quaternionentypus. Diese Gruppe ist also eine abgeschlossene Gruppe. 



*) Vgl. Bufivtiiky Tlieory of Gruups of (inite Order, § ()3. 
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3. Eine abgeschlosseue Gruppe ist auch die durch die Gleichungen 
(19.) Sf = E, Sl = E, St'S.S.^St'^'^'' 0^3) 

definierte Gruppe SüJ+i der Ordnung 2'+^*) Denn die Gruppe ® ist hier zu 
definieren durch 

7^2< T rp2 T 77—1 rp rp j /t7_i^.2/— 1 

^ l — '^M ^2 — '^2 ? ^2 ^ 1 ^ 2 — <^3 ^ 1 ? 

WO die J, wieder mit 7', und T^ vertauschbar sein sollen. Aus der letzten 
Gleichung folgt 

also 

Da auch hier 9 — 71=1 ist, ferner wegen ^>3 der größte gemeinsame 
Teiler der Exponenten in der eben gewonnenen Gleichung gleich 1 ist, so 
ist in der Tat m=l. 

Aus den unter 1., 2. und 3. erhaltenen Ergebnissen folgt in Ver- 
bindung mit dem Satz X meiner früheren Arbeit: 

V. Ist p" die höchste Potenz der Primzahl p, die in dei^ Ordnung h der 
Gruppe ^ aufyehlj und sind die Untergruppen der Ordnung jp" xwn ^ ent- 
iveder zyklische Ghmppen oder auch^ wenn p = 2 ist^ vom Typus 2. oder 3., so 
ist die Ordnung des Multiplikators von ^ nicht durch p teilbar.**) 

4. Es sei nun 3)^ die Diedergruppe der Ordnung 2'(/>3), d. h. die 
durch die Gleichungen 

pr'=E, Pi^E, Pr'P^P^^Pr' 

definierte Gruppe. — Der Multiplikator und die Darstellungsgruppen dieser 
Gruppe können durch folgende Überlegungen bestimmt werden. Man be- 
trachte nämlich die durch die Gleichungen (17.) definierte Gruppe >D^+i der 

♦) VgJ. Bumside, a. a. 0., § 65. 

**) Ich will noch auf eine andere Klasse von Gruppen von Primzahlpotenzordnung 
hinweisen, die abgeschlossene Gruppen sind. Es sind dies die durch die Gleichungen 

I^" = E, Qp' = E, Q-^PQ = B-^p^''' 

definierten Gruppen der Ordnung j^^'^^ (vgl. Bwmside^ a. a. 0., § 67). Hierbei kann v 
eine beliebige positive ganze Zahl bedeuten, während jt£ fur;)>2 größer als i', für /) = 2 
größer als v-\-l sein muß. 



/\ 
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Ordnung 2'^*. Das Element *Sf"^ = 3/ dieser Gruppe ist ein invariantes Ele- 
ment, ferner ist 3/ eine Potenz des Kommutatorelementes Sf ^ Sj ^S^ ^SV* = Sf^, 
also in dem Kommutator von £:<+i enthalten. Bezeichnet man nun die 
Gruppe E+ M mit 9JZ, so ist -^ der Gruppe 5)^ isomorph. Da aber Cl,^.i 
eine abgeschlossene Gruppe ist, so ergibt sich nach Satz IV unmittelbar, 
daß tl<^.i eine Darstellungsgruppe von 5)< ist. Daher ist auch 9Ji der Multi- 
plikator von 3)„ also ist für die Diedergruppe m = 2. Ebenso wie £i<+i 
sind ferner auch die Gruppen S^l^.! und 3),^.i Darstellungsgruppen von 2),. 
Andere Darstellungsgruppen besitzt aber die Diedergruppe S), nicht. Der 
Kommutator 9i von 2)^ ist nämlich die durch das Element PI erzeugte Gruppe 
der Ordnung 2'"% ferner ist ^ eine i46e/sche Gruppe, deren Invarianten 
^1 = 2, ^2 = 2 sind. Daher ist hier (wegen m = 2) die in § 1 betrachtete 
Zahl n gleich 4. Stellt man aber nach dem dort angegebenen Verfahren, 
etwa von der Gruppe D,+i ausgehend, die Darstellungsgrnppen von S)^ auf, 
so ergibt sich außer den drei Gruppen £l,+i, Üj^.! und 2)r+i noch als vierte 
die durch die Gleichungen 

zu definierende Gruppe. Setzt man aber .S\=:/?j, S2 = /i?,Ä2, so genttgen 
diese Elemente den Gleichungen (19.); daher ist die neu hinzukommende 
Gruppe der Gruppe £i'+i isomorph. 

5. Um eine weitere Anwendung unserer allgemeinen Resultate zu 
geben, will ich diejenigen Gruppen behandeln, die sich als direkte Produkte 
zweier oder mehrerer Gruppen darstellen lassen. — Ich beweise zunächst 
folgenden Satz: 

VI. Es seien SB und 333 zxcei endliche Gruppen^ deren Kommutator" 
gruppen mit 9fl und @, und deren Multiplikatorgruppen mit S und 2) bezeichnet 
wei'den mögen. Ferner seien die Abelschen Gruppen ^ und -^ die direkten 
P)*odukte zyklischer Gruppen der Ordnungen ^/i, %, ... ^^ ^md ?i, ^2» ••• C/» Dan7i 
ist der Multiplikator der Gruppe 9SxS03 das direkte Produkt der Gruppen 6, S) 
und der kl zyklischen Gruppen der Ordjiungen 

(jluti), (^nQ,..-('?2,^i), (^2, COi •••('?*? P- 
Hier bedeutet das Zeichen 33xäB das direkte Produkt der Gruppen 
9$ und 38 und das Zeichen (^/«,^a) wie früher den größten gemeinsamen 
Teiler der Zahlen r/, und J^x» 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 2. 15 
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Es sei nämlich 

ferner sei 

(20.) ';n=^;(,.»), ";m>";(„„„ a'/»:;'.;!::;:.-!) 

wo(/^(;f, /) und V^(e,öF) gewisse Indizes der Reihe 0, 1,...;— 1, bzw. 
0, 1, ....9 — 1 bedeuten. 

Die Gruppe |) = S3xSÖ kann dann durch die Gleichungen (20.) und 
die rs Relationen 

ir^F, = r, w^ («=o,i,...r-i,^=(M,...,-i) 

definiert werden. Die Gruppe ® des vorigen Paragraphen ist dann zu defi- 
nieren durch die Gleichungen 

(21.) A', Xx = K^^ x^tp{M, X) » 

(23.) 7,:t.=./,,^z,j;, 

wo die Elemente i^,,^, L^,^ ^nd /^^^ mit den erzeugenden P^lementen X^ und J'^ 
vertauschbar sein sollen. Schreibt man noch ausführlicher 

SO ergeben sich zunächst aus (21.) und (22.) auf Grund des assoziativen 
Gesetzes die Relationen 

(24.) Kä,b^ab,c = ^a,bcKr,c^ (A,ii,c ^y^, n. ...iv_,) 

(25.) Lp^q J'r(i,R=J^P,t^RLi^,R* C.Q.Ä^H'o,»»'!,. .."',-!) 

Ferner erhält man aus (23.), wie eine leichte Rechnung zeigt, die Gleichungen 

(26.) ''a^p^'b, p = 'Jab, /*? 

(27.) ''a.p^a, Q = '/d, /h^ • 

Bezeichnet man nun das Element X^Y^, mit O^^^^^ so wird 

wo 

ZU setzen ist. 
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Man überzeugt sich nun leicht, daß für diese P^lemente die sämtlichen 
(rsy aus dem assoziativen Gesetz hervorgehenden (den Gleichungen (11.) 
entsprechenden) Bedingungen erfüllt sind, sofern die Elemente 

(28.) Ki.Ry Ju\in '^A,p 

den Gleichungen (24.) bis (27.) genügen. Daher ist die durch die Elemente 
(28.) erzeugte .46^/sche Gruppe IV durch die Gleichungen (24.) bis (27.) 
vollständig definiert. Erzeugen nun die Elemente A'^ ^ die Gruppe ©', die 
Elemente Lp^q die Gruppe 3)', endlich die Elemente /^ ,, die Gruppe 3>, so 
ist iV offenbar das direkte Produkt der Gruppen (5', 2)' und 3- Ferner ist 
die umfassendste in 33' enthaltene endliche Gruppe 53 das direkte Produkt 
der größten in (5', 5)' und 3 enthaltenen endlichen Gruppen. Die beiden 
ersteren sind nun, wie aus dem früheren folgt, den Multiplikatorgruppen (S 
und 3) von 9J und SB isomorph und mögen selbst mit (5 und D bezeichnet 
werden. 

Die Gruppe !3 ist aber, wie ich zeigen will, selbst eine endliche 
Gruppe, die als das direkte Produkt der kl zyklischen Gruppen der Ord- 
nungen (17^, ti) anzusehen ist. 

In der Tat besagen die Gleichungen (26.), daß die r unter einander 
vertauschbaren Elemente 

für jedes P eine der Gruppe 33 (ein- oder mehrstufig) isomorphe Gruppe 
bilden. Daraus folgt sofort, daß J^ j.=E ist, sobald A dem Kommutator di 
von 9S angehört, und daß Jjj,=Jß f. ist, falls .1 und i^ mod. iM kgngruent 
sind. Ebenso ergibt sich aus (27.), daß für jedes A die Gleichung J^^,.= ^ 
gilt, wenn P dem Kommutator @ von !ÖJ angehört, und daß J^ p=J^f^ ist, 
falls PQ'^ in © vorkommt. Es sei nun 

« = 9iro+9iri + ... + 9iC«.„ 

SB = ®/>o + @7:>i + - + @/A-i. 

Man setze dann noch 9lC^ = i?a? ^J^ß=^ß «nd 

Dann wird offenbar ,/, ,,=.4^ .s. , falls .4 dem Komplex /?« und P dem Kom- 
plex üß angehört. Ferner reduzieren sich die Gleichungen (26.) und (27.) 

15* 
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auf die Gleichungen 

(29.) ''k,S''r',S^^''rR',S) (Ä,Ä'=Äo, Äi,...Äfl— l) 

(30.) '4,S'^Ä,S' =-4.S^'r. (5,S'=.5o./?.....S6-l) 

E8 mögen nun die Komplexe li^^ liz^ ... lik eine Basis der i46e&chen 
Gruppe -y^ die Komplexe S^^Si^ ...St eine Basis der Gruppe ^ bilden, und 
zwar sei hierbei tj^ die Ordnung von R^ und ^i die Ordnung von S^. Dann 
folgt aus (29.) und (30.), daß die ab Elemente Jä,s sich als Produkte der 
^/ Elemente '/r,A = '/Ä,,.v; darstellen lassen, ferner erhält man 

also 

(31.) Jl';{^''^E. 

Es ist aber leicht zu sehen, daß, wenn diese Gleichungen bestehen, auch 
die allgemeineren Beziehungen (29.) und (30.) sämtlich erfüllt sind. Daher 
kann die i46e/sche Gruppe 3 durch die Gleichungen (31.) definiert werden 
und ist demnach in der Tat das direkte Produkt der kl zyklischen Gruppen 
der Ordnungen (??,, Q. 

Da nun das direkte Produkt B der Gruppen (S,^ und 3 dem Multi- 
plikator von $ = S3x3B isomorph ist, so ist unser Satz bewiesen. 

Kennt man zwei Darstellungsgruppen von Sß und SB, so ist es auch 
leicht, eine Darstellungsgruppe von 9JXSB anzugeben. Sind nämlich 

und 

2JB'= 2) Tf^;;+ 3) W[ + ... + 3) w:^, 

Darstellungsgruppen von SB und SB, so erzeugen die r-\'S Elemente FJ, ... F/^ji 
t^J, •••'^/-n falls festgesetzt wird, daß die r^ Elemente 

mit den r-^-s erzeugenden Elementen vertauschbar sein sollen, eine Dar- 
stellungsgruppe von 93x333. 

Beachtet man noch, daß der Kommutator % von ,^ = 95x20 das 
direkte Produkt der Gruppen 3t und @, ferner daß die Gruppe % das direkte 

Produkt der Gruppen ^ und ^ ist, so folgert man leicht aus unserem Satz VI 
durch den Schluß von n auf 7i + 1 den allgemeineren Satz : 
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VII. Es sei 1^ das direkte Produkt der n Gruppen »Öi, .^2? ••• «Ip«- ^^'^ 
möge JK^ der Kommutator^ SBiy der Multiplikator der Gruppe ^^ sein: ferner 
sei die Abelsche Gruppe [^"^ das direkte Produkt von ky zyklüchen Gruppen der 
Ordnungen f^j, f^,, ... e^j^^. Dann ut der Multiplikator von ^ das direkte 
Produkt der Gruppen SÖi,, SDij, ••• 9K„ und der ^ k^,ky zyklischen Gruppen der 
Ordnungen 

(^11? ^2l)? (j\\^ hVl ••• \^\hy ^nk„h (^21? ^3l)y ••• Vn-l,Jt«_i1 ''»'*«)• 

Für Abelf^che Gruppen ergibt sich hieraus unter Berücksichtigung 
des UmstandeSf daß jede zyklische Gruppe eine abgeschlossene Gruppe ist: 

VIII. Ist ,^ eine Abelsche Gruppe und sind f,,<^2?«*«^n (li<* Ordnungen 
der Elemente irgend einer Basü von .^, so ist der Multiplikator von !q das 
direkte Produkt von (T) zyklischen Gruppen der Ordnungen 

Sind also 

die Primzablinvarianten einer Abel^^cXke^n Gruppe, so ist die Ordnung ihres 
Multiplikators gleich 

die Ordnung jeder ihrer Darstellungsgruppen also gleich 

§5. 

Mit Hilfe der im vorigen entwickelten Sätze gelingt es nun ver- 
hältnismäßig leicht, die Darstellungsgruppen der Gruppen binärer linearer 
Substitutionen, deren Koeffizienten Größen eines beliebigen Galois^cYitxi 
Feldes*) sind, genau zu berechnen. 

Es sei p" die Ordnung des gegebenen öa/oiiyschen Feldes, das ich 
nach dem Vorgange des Herrn Dickson mit GFlp""] bezeichnen will. 

*) Vgl. Dickson, Linear Croups with an Exposition öf the Galota Field Theory, 
Leipzig, 1901. 
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Es werden hier folgende drei Grappen untersucht werden: 

1. Die Gruppe 5;.»»i die durch die gebrochenen linearen Substitutionen 
^ = ^^^^ gebildet wird, deren Determinante ceiJ — ßy gleich 1 ist. — Die 
Gruppe 5p» ist für p = 2 von der Ordnung 2''(2^'* — 1), für eine ungerade 
Primzahl p von der Ordnung "-^^-— '' und ist flir />">3 eine einfache 
Gruppe. 

2. Die Gruppe fi^n, die durch die ganzen linearen Substitutionen 

§1 = a '/i + /^^2, I2 = y ni + ^'^2 

gebildet wird, deren Determinante gleich 1 ist. — Die Ordnung der Gruppe 
ÜpH ist gleich 7^"(p'"— 1). Ist 7> = 2, so ist S^n der Gruppe ^p*» isomorph. 
Es genügt daher, die Gruppe gp« "»r für den Fall p>2 zu betrachten. 

3. Die Gruppe |)p« der gebrochenen linearen Substitutionen 5= "'^Ta 
von nicht verschwindender Determinante. — Die Ordnung dieser Gruppe 
ist gleich p'^Cj)^'—!). Für p = 2 ist ferner .^p». der Gruppe ü^n isomorph; 
es soll daher auch iQ^n nur für den Fall j)>2 betrachtet werden. 

Ehe ich an die Bestimmung der Darstellungsgruppen dieser drei 
Gruppen gehe, schicke ich noch eine Hilfsbetrachtung voraus. 

Es sei allgemein lo eine Gruppe der Ordnung hy ferner sei p eine 
Primzahl und h—p'*)^ wo n^O und r zn p teilerfremd sein soll. Ich 
nehme an, die in !p enthaltenen Gruppen der Ordnung |>" seien /16e/sche 
Gruppen. Man bezeichne, wenn ^ eine dieser Gruppen ist, die P^lemente 
einer Basis von ^ mit /i,, '^n ••• ^^a-i- 

Es sei nun A ein mit der Gruppe i^ vertauschbares Element von .J), 
so daß für jedes Element P von ^ auch das Element A'^PA^P' in ^ 
enthalten ist. Der Automorphismus (p,^ von ^ ist dann vollständig bestimmt, 
wenn die k Elemente 

bekannt sind. Ich will nun zeigen: soll die Ordnung in des Multiplikators 
9)1 von ^ durch p teilbar sein können^ so muß die Bedingungskongruenz 

(32.) 1^^^^ -.xwy^J = (mod. p) o^^^=i, V=" mr c + a) 

ein Paar reziproker Wurzeln besitzen.*') 

*) Die Wurzeln der Kongruenz (32.) können etwa als Größen des Ga/o«sschen 
Feldes GF[p^^] aufgefaßt werden. 
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Es sei nämlich ^ eine Darstell nngsgrnppe von ^. Eh möge dem 

St 
Element R von io der Komplex SKA'^j der mit ^ isomorphen Gruppe ^i 

entsprechen. Durchläuft dann P die ;/ Elemente von ^-P, so bilden die in 
den Komplexen ^^Kp enthaltenen p^'m Elemente eine Untergruppe Sß' von 
Ä, die als eine durch die Gruppe ^JJi ergänzte Gruppe von $ anzusehen ist. 
Der Kommutator JH' von ^' wird dann durch die p'^" Elemente 

erzeugt, wo P und Q die sämtlichen Elemente von iß durchlaufen. Hierbei 
gehört, da ja PQP'^Q'^ = E ist, das Element Z,.,^ der Untergruppe ÜK von 
!^' an. Aus den Gleichungen 

erhält man nun fUr die J,,^,, ohne Mühe folgende Beziehungen: 
(33.) J,,,J,^,=E, 

(35.) Jpt^ qi = Jp^ Q . 

Hierbei bedeutet auch li ein beliebiges Element von ^. — Aus den 
Gleichungen (33.) und (34.) ergibt sich nun unmittelbar, daß jedes der 
Elemente Jp^,^ als Produkt der P Elemente Jfa = 'L' ,p^ darstellbar ist, und 
zwar ist, wenn P= P^fP,'' ... P^^^-^^ und Q-^Pg' P?' ... Pj;^-^ gesetzt wird, 

J,,,^nrf\ (e,a«ü,i,...»-,) 

Beachtet man noch, daß J^^==^J^J ist, so kann man diese Gleichung auch 
in der Form 

schreiben. Aus den Relationen (35.) ergeben sich insbesondere die Q) Formeln 

(35'.) J,i = n^j;^'''"'''''''^. (-<^> 

Bezeichnet man nun die Matrix (o^^^^ Grades der Determinanten zweiten 

Grades l['*^'*' j tnit (c^ß)^ ferner die Determinante {c^ß — ^aßl ™it d^ so ergibt 
sich aus (35'.), wie man leicht sieht, für jedes der Elemente J^x die Gleichung 
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folglich ist auch allgemeiner Jp^.^^E. Nun lehren aber die Gleichungen 
(34), daß auch Jp^,^=E ist. Ist daher d zw p teilerfrerad, so ergibt sich 
Jj,^z=zE. Nun ist aber, wie ich D., S. 49, gezeigt habe, die r-te Potenz 
jedes Elementes J von ÜK in JH' enthalten. Soll daher die Ordnung m von 
3)1 durch p teilbar sein, so muß rf^O (mod. />) sein, da andernfalls J'' = E 
wäre, was für m = (mod. /)) nicht möglich ist. — Die Bedingung rf^O 
(Hjod. p) besagt nun, daß eine der (g) Wurzeln der Kongruenz 

I Caß - ^^ ^aß\ = (mod. p) 

gleich 1 ist. Diese Wurzeln sind aber bekanntlich,*) wenn ^/'o, t^?i, ... ?/>_i 
die Ä* Wurzeln der Kongruenz (32.) bedeuten, die Größen u\iU\^WQfr.2y ... 
tv^^2^Vk^i' Demnach kann in der Tat, wie zu beweisen ist, m nur dann 
durch p teilbar sein, wenn mindestens eines der Produkte w^^ic^^q^^o) 
gleich 1 ist. 

Ich kehre nun zur Betrachtung der Gruppen 5;.») ßp« »nd ip^n zurück. 

Im folgenden soll mit (-^) die gebrochene lineare Substitution 

^ — -'^-tj^j mit ("^) die entsprechende ganze lineare Substitution bezeichnet 
werden, ferner soll v eine primitive Wurzel des Feldes OE[j)''] bedeuten.**) 
Ich behandle zuerst die Gruppen x^pn(p>2) und 2p«(p>2).***) 
Die Gruppe 2p« enthält, wenn p>2 ist, das von E=fQ^'\ ver- 
schiedene invariante Element F=(~'q _i)» ^"^ ^^ i*^ wenn die Gruppe 

E+F mit 31 bezeichnet wird, -J^ der Gruppe J^n isomorph. Ferner ist i^^ 
ein Kommutatorelement von 2^»; denn bedeuten « und /? zwei der Gleichung 
«^ + /f = — 1 genligende Zahlen des Feldes GF[p'']^ so wird 

(36.) Q-^i-iDQjjxjir-"- 

*) Vgl. G, Rados, Math. Ann., IW. 48, S. 417. 
**) Betrachtet man die Gruppen Jv^« und ."py,« als Gruppen von Permutationen 

der p"+l Symbole 3o,0, 1, v, ... ü^""^, so hat man der Substitution C^) die Permu- 

tation '? = 3t"l-y zuzuordnen. 
p^ + o 



***\ 



*) Für das im folgenden über die Konstitution dieser Gruppen angeführte ver- 
weise ich auf I)ickso7i^ Linear Groups, Cap. X und XII. 
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Bezeichnet man daher die Ordnung des Multiplikators von 5^n mit m, die 
des Multiplikators von S^n mit m\ so ist auf Grund unserer allgemeinen 
Resultate ?n durch 2 und 27n' durch m teilbar. 

Ich werde nun zeigen, daß £p« für p>2 mit Ausnahme der Fälle 
j9" = 4 und p'^^d eine abgeschlossene Gruppe ist. Es folgt dann unmittel- 
bar, daß m für ^" + 9 gleich 2, und daß S^n eine Darstellungsgruppe von 
xSpn ist. Dagegen ist, wie ich gleich bemerken will, m für p** = 9 gleich 6 
und 7n' gleich 3. 

Die Gruppe ß^n enthält nämlich Elemente der Ordnung p" — 1 und 
auch solche der Ordnung p" + 1 . Ist daher q"" die höchste in der Ordnung 
/ = 2)'*(/)^'' — 1) von Spii aufgehende Potenz einer zu 2p teilerfremden Prim- 
zahl ^, so ist jede Untergruppe der Ordnung q"" von ß^n eine zyklische 
Gruppe. Mithin ist nach Satz V die gesuchte Zahl m' nicht durch q teilbar. 
Ist ferner p> 2, so ist F=^~q _j^ das einzige Element der Ordnung 2, 

das in 2^« vorkommt. Denn soll die Substitution Ä = (* J) von der Ord- 
nung 2 sein, so muß 

also lz=iLt = 0^ x = y^ ferner ^^=1, also x = ±l sein; da nun R nicht gleich E 
sein kann, so muß R ^ F sein. Beachtet man noch, daß die in der 
Gleichung (36.) auftretenden Substitutionen (Z _^) und (_j q) eine nicht 
zyklische Gruppe der Ordnung 8 erzeugen, so ergibt sich, daß, wenn p>2 
und 2* die höchste in / aufgehende Potenz von 2 ist, die Untergruppen der 
Ordnung 2^ von S^« vom Quaternionentypus sind. Demnach ist nach Satz V 
die Zahl m' für />>>2 auch nicht durch 2 teilbar. Folglich ist in jedem 
Falle m'=^j)\ 

Die Untergruppen der Ordnung p'' von S^n sind nun Abehche Gruppen, 
deren Invarianten sämtlich gleich p sind. Daher ist*) ä:<Q). 

Ist demnach n = l, so wird k = und also in der Tat m'=l. 

Es sei daher n>l. Ich betrachte dann die Untergruppe 5ß der 
Ordnung p"* von 2^n, die aus allen Substitutionen der Form ( j^ besteht 
Eine Basis dieser Gruppe bilden die Substitutionen 

^^==(l l)' ^'^W l)' ••• ^«-1 = VC«-!) i)- 

♦) Vgl. D., Satz X, und den Satz VIII dieser Arbeit. 
Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 2. 16 
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Da nämlich die Potenzen 

(37.) v\ r^ r^'^,...r^''""' 

von v'^ unter einander verschieden sind, so genügt v'^ einer mod. p irredoziblen 
Kongruenz des Grades n, die wir in der Form 

(38.) x^ - tf ^_, o;""' - a^__2 ^'^ a^x-a^^=:Q (mod. p) 

schreiben können. Daher läßt sich jede Große y des Feldes (tF[p'''\ auf 
eine und nur eine Weise in der Form 

y = Co + c, v-" + c>2 i;* + - + Cn^x '^'^"-'^ 

darstellen, wo c„, c,, ... (^«_, Zahlen der Reihe 0, 1,...^> — 1 bedeuten. Da 
aber alsdann 

a o> 






wird, so bilden Po^l\^... l\^x in der Tat eine Basis der Gruppe ^. 
Nun ist die Substitution 

mit iß vertauschbar, und zwar erhält man insbesondere 

/1~ 1qA = 1 i^ A 1 iA = 12^ •>» A" l^_2A = I^^x^ A i^_i/l = /„ /, ... ^ ^"Y • 

Soll daher m' durch p teilbar sein, so muß nach dem auf S. 114 angegebenen 
Hilfssatz die Kongruenz 

,-»r, 1, 0, ... 0, 

0, -.r, 1, ... 0, 
' = (mod. />) 

' 0, 0, 0, ...-.r, 1 

I 

ein Paar reziproker Wurzeln besitzen. Die links stehende Determinante ist 
aber gleich 

(- 1)" C'"^ - ««-1 ^'""' - ^^,-2 ^i-""' «1 ^r ~ a„) , 

also abgesehen vom Vorzeichen gleich der linken Seite der Kongruenz (38.). 
Die Wurzeln dieser Kongruenz sind die n Größen (37.). Soll daher jn'^O 
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(mod.j^) sein, so muß eine Gleichung der Form 

/»^(P^ + P'')— 1 

bestehen, wo 0<:a<:p<w— 1 ist. Da nun v zum Exponenten /)*•— 1 
gehört, so erfordert dies, daß 2(/)^"^4-l) durch jy"— 1 teilbar sei. Zwei 
solche Zahlen ^ und a lassen sich aber nur dann bestimmen, wenn ;)" gleich 
4 oder gleich 9 ist. — Daher ist in der Tat für ja'' + 4 und +9 die Zahl 
w'=l. 

Es ist noch folgendes zu bemerken. Für /^"^S ist ^p* ^i"^ einfache 
Gruppe und besitzt als solche nur eine Darstellungsgruppe. Aber auch der 
Fall ;>" = 3 bildet keine Ausnahme. Denn die Gruppe ^3*) besitzt die Ord- 
nung 12, ihr Kommutator die Ordnung 4; nach Satz II hat daher, da 

12 

^ = 3 zu der Ordnung m = 2 des Multiplikators von ^3 teilerfremd ist, auch 

^3 nur eine Darstellungsgruppe. 

Wir erhalten den Satz: 

IX. Die DarsteUungsgruppe der Gruppe ^^n (p > 2) ist für pl* 4=9 die 
Gruppe ß^n. Die Gruppe 2^n(j>>2) ist, wenn p"" voji 4 und von 9 ver- 
schieden ist, eine abgeschlossene Gruppe. 

Der Ausnahmefall j;* = 4 erledigt sich leicht. Denn die Gruppe 84 
ist der Gruppe ^s isomorph;**) daher ist die Darstellungsgruppe von 84 die 
Gruppe Ss- 

Von größerem Interesse ist der Fall;/ = 9. Da stets rn'<Cp^^'', also 

?n<2jp^'^ ist, so kommen hier für m nur die Werte 2 und 6 in betracht 
Wäre nun 7n = 2, so wäre 2,, die Darstellungsgruppe von %^. Der Grad einer 
jeden irreduziblen Darstellung von f^., durch ganze oder gebrochene lineare 
Substitutionen müßte daher unter den Graden /'=/(£;) der Charaktere von &, 
enthalten sein. Nun ist aber die Gruppe 5., der Ordnung -^^ — ^ = 360 
der alternierenden Gruppe 31,, des Grades 6 isomorph.***) Diese Gruppe 
ist, wie zuerst Herr WimanT) nachgewiesen hat, einer von Herrn Valentiner'W) 



*) Die Gruppe 9^3 ist der alteruierenden Gruppe des Grades 4 isomorph. 
^) Diese beiden Gruppen der Ordnung 60 sind der alterniereuden Gruppe des 
Grades 5 isomorph. Vgl. Dickson, Linear Groups, S. 309. 
•••) Vgl. Dickson, a. a. <). 

t) Math. Ann., Bd. 47, S. 531. 
ff) Schriften der Dänischen Akademie, Serie 6, Bd. V. 

16* 
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aufgestellten (irredaziblen) Gruppe ternärer linearer Substitutionen isomorph. 
Daher müßte eine der eben genannten Zahlen f gleich 3 sein. Es ist aber 
f=x(E), falls x(J'') = -yAE) ist» durch 2 teilbar (vgl. D., S. 48). Ist da- 
gegen x(ß)='X(ß)y 80 ist / auch der Grad eines Charakters der Gruppe fjo, 
oder was dasselbe ist, der Gruppe 51«. Unter den Graden der von Herrn 
Frobenius*) bestimmten Charaktere der alternierenden Gruppe % kommt 
aber die Zahl 3 nicht vor. Daher kann £9 nicht die Darstellungsgruppe 
von fjg sein. Folglich ist m = 6, und da m' durch ö- = 3 teilbar und nicht 
größer als 3 ist, 7n' = 3.**) Hieraus folgt, daß die Darstellungsgruppe 2i 
von f^o von der Ordnung 6.360 ist und zugleich die Darstellungsgruppe 
von ßg repräsentiert. 

Auf die genauere Bestimmung der Gruppe 2o gehe ich hier nicht 
ein, da ich in einer später erscheinenden Arbeit die Darstellungen der sym- 
metrischen und alternierenden Gruppen durch gebrochene lineare Substitutionen 
ausführlich behandeln werde. 

Aus dem Satze IX ergibt eich auch, wie ich noch hinzufügen will, 
unmittelbar, daß die Gruppe 2pn und das direkte Produkt der Gruppe 5p« 
und einer Gruppe der Ordnung 2 die einzigen Gruppen ® der Ordnung 
|)*(p'"— 1) sind, die eine invariante Untergruppe 51 der Ordnung 2 derart 
enthalten, daß -^ der Gruppe fj^« isomorph wird.***) Denn enthält der Kom- 
mutator R von & die Gruppe Sl, so wird & für j(;" + 9 der Darstellungs- 
gruppe von fjp«, für ;>" = 9, falls W den Multiplikator von So bedeutet, nach 
Satz III der Gruppe ~j isomorph; in jedem Falle wird also ® der Gruppe 2pn 
isomorph. Ist aber fR zu 31 teilerfremd, so wird für /)*>'3 die Gruppe fR 
isomorph f?p«, also ist ® das direkte Produkt von 51 und fj^«. Daß auch 
der Fall p^ = 3 keine Ausnahme bildet, ergibt sich wieder aus dem Umstand, 
daß der Index des Kommutators von f^, zu der Ordnung des Multiplikators 
von fja teilerfremd ist 

Ich betrachte nun die Gruppe ^^«(/>>2). 



*) Sitzungsberichte der Berl. Akad., 1899, S. 337, und 1901, S. 303. 
**) Aus dem Gesagten ergibt sich zugleich, daß die Valentinergruppe sich nicht 
als Gruppe von weniger als 3.360 ganzen linearen Substitutionen schreiben läßt. Dies 
ist zuerst von Herrn Wiman a. a. 0. nachgewiesen worden. 

***) Die Vermutung, daß dieser Satz für die Gruppe % besteht, hat bereits Herr 
Frobenius, Sitzungsberichte der Berl. Akad., 1902, S. 365, ausgesprochen. 
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Diese Gruppe enthält die Gruppe f^^« als Untergruppe vom Index 2, 
und zwar ist fj^n der Kommutator der Gruppe. 

Ist nun p'^ + O, so ist der Multiplikator von ^^n von der Ordnung 2. 
Daher ist nach D., Satz IX, die Ordnung w" des Multiplikators von $^n 
durch keine ungerade Primzahl teilbar; es ist also ?r/'=2\ Nun sind aber, 
wenn 2* die höchste in der Ordnung ;>'*(;/''— 1) von iQpn aufgehende Potenz 
von 2 ist, die Untergruppen der Ordnung 2* von ^^n Diedergruppen. Da 
der Multiplikator einer solchen Gruppe, wie auf S. 109 gezeigt worden ist, 
die Ordnung 2 besitzt, so ist (vgl. D., Satz X) 2^<2, also in" gleich 1 
oder gleich 2. 

Ich betrachte nun die Gruppe @^n, die aus allen ganzen linearen 
Substitutionen ("j) von nicht verschwindender Determinante (mit Koeffi- 
zienten aus dem Felde Gi^[/>'*]) besteht. Diese Gruppe enthält ;;" — 1 in- 
variante Elemente (q* ^»), die eine zyklische Gruppe © bilden, und es ist 

-^- der Gruppe ^^n isomorph. Ferner ist der Kommutator von ©^n die 
Gruppe SpH. Die Ordnung dieser Gruppe ist aber gleich dem zweifachen 
Wert der Ordnung des Kommutators von ^^n. Daher ist nach D., Satz II, 
die Zahl m" gerade; folglich ist m" für ^* + 9 gleich 2. 

Auch der Fall ^^" = 9*) spielt hier keine Ausnahmerolle. Denn da 
der Multiplikator von f^9 die Ordnung 6 besitzt und m" gerade ist, so sieht 
man leicht ein, daß für m" nur die Werte 2 und 6 in Betracht kommen. 
Es kann aber nicht m"^0 (ihod. 3) sein. Denn man betrachte die Unter- 
gruppe 5ß der Ordnung 9 von ^c„ die aus den Substitutionen (— ) besteht. 
Als Basis dieser Gruppe kann man die Substitutionen 

wählen. Setzt man ferner ^ = (^)7 s^ wird 

wo die Exponenten &„ und b^ durch die (irreduzible) Kongruenz 

oc^^biX+bi) (mod. 3), 

*) Die Gruppe .pg, deren Ordnung gleich 720 = 6! ist, und die eine der alter- 
nierenden Gruppen 6. Grades isomorphe invariante Untergruppe enthält, ist bekanntlich 
nicht der symmetrischen Gruppe des Grades 6 isomorph. 
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der V genügt, bestimmt sind. Wäre nun //?"=0 (mod. 3), so müßte auf 
Grund des früher abgeleiteten Hilfssatzes die Kongruenz 

""?' l-r ^^r'^h,.r-^b,,= (mod. 3) 

reziproke Wurzeln besitzen. Dies ist aber nicht der Fall, da die Wurzeln 
dieser Kongruenz die Größen r und v^ sind, und v zum Fixponentcn 3^ — 1 = 8 
gehört. Daher ist auch für // = 9 die Zahl m" gleich 2. 

Nach den Ergebnissen des § 1 müssen sich, da der Index des Kom- 
mutators von ^^n gleich 2 und auch m" gleich 2 ist, für die Gruppe ^,,« 
zwei Darstellungsgruppen der Ordnung 27>"(;>^'* — 1) angeben lassen, zwischen 
denen kein Isomorphismus erster Art besteht. 

Diese beiden Gruppen lassen sich folgendermaßen charakterisieren. 

Es möge IV eine primitive Wurzel des GaloisHchen Feldes GF[p'^''] 
bedeuten; ferner sei />** — 1 = 2'^^/, wo q ungerade ist, und 

u = w '^ . 

Dann ist ft^ eine Große des Feldes öi''[//], das durch die Null und die 
y/— 1 Potenzen von ir^''^^ = v gebildet wird, ferner ist ^^^'^ = — 1. Betrachtet 
man nun die Substitutionen 

so bilden die in den Komplexen S^n und 6^2^«, bzw. 2^« und ^/'2^n ent- 
haltenen Substitutionen je eine Gruppe der Ordnung 2/>"(p^"— 1). Die so 
entstehenden Gruppen 

ft;n=2,n+6"2,. 

sind die beiden gesuchten Uarstellungsgruppen von iQp^.*) 

Daß diese Gruppen einander nicht isomorph sind, sieht man am ein- 
fachsten folgendermaßen ein.**) 



*) Für p" = — 1 (mod. 4) Ist Ä;," die Gruppe der Substitutionen f" ^j mit Koefü- 

zieuten aus dem Felde G /<"[;;••], deren Determinanten ad — ßy die Werte +1 haben. 
**) Für w = l folgt dies bereits aus dem Umstand, daß jQp eine vollkommene 
Gruppe ist (vgl. Holder^ a. a. 0., § 11). 
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In der Grappe Ä^n kommeu mehrere Elemente der Ordnung 2 vor, 
z. B. die Substitution F=(j^^ _^j) und 

Dagegen ist in ^^n die Substitution F das einzige Element der Ordnung 2. 
Daß dies für die Untergruppe S^n dieser Gruppe der Fall ist, ist bereits 
erwähnt worden. Es kann aber auch nicht eine Substitution der Form 

G2-.)(;Ö '■'-"■" 

die Ordnung 2 besitzen. Denn es müßte dann sein 

hieraus würde folgen 

/3 = 0, y = 0, if=-au\ 

also wegen a^S — ßy=l noch «^«^ = 1. Eine solche Gleichung kann 
aber nicht bestehen, weil u'^=^v'^ ein quadratischer Nichtrest des Feldes 
CjF[f] ist. 

Aus dem eben Gesagten folgt zugleich, daß, wenn 2' die höchste 
in 2;;''(p^''- 1) aufgehende Potenz von 2 ist, die Untergruppen der Ord- 
nung 2*^ der Gruppe ^^n vom Quaternionentypus sind. Dagegen sind, wie 
sich zeigen läßt, die Untergruppen der Ordnung 2' von Ä^n von dem in 
§ 4 unter 3. erwähnten Typus. 

Hieraus schließt man leicht, daß die Gruppen ^p» und W^n abgeschlossene 
Gruppen sind. 

Zuletzt bemerke ich noch, daß auch die Gruppe %^n der Ordnung 
j9"(y— 1) (//' — 1) stets (für p>2) eine abgeschlossene Gruppe ist 

§6. 

Handelt es sich nun darum, die sämtlichen Darstellungen der Gruppen 
%pn^ £pn und ^pn durch ganze oder gebrochene lineare Substitutionen zu 
bestimmen, so hat man auf Grund der im vorigen Paragraphen gewonnenen 
Resultate nur die Darstellungen der Gruppe fi^n und einer der beiden 
Darstellungsgruppen von .ö,>-i etwa der Gruppe Ä^n, durch ganze lineare 
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Sobstitatiouen zu betrachten. — Eine wesentliche AuBnahme bildet fUr die 
Groppen 5/;* ^^^ Sp« ^^^r der Fall p" = 9, da in diesem Falle &, nicht die 
Darstellungsgruppe von 5«» ^^^ auch nicht eine abgeschlossene Gruppe ist. 

Um nun eine genaue Übersicht über die verschiedenen Gruppen 
ganzer linearer Substitutionen, die den Gruppen S^n und ^^n isomorph sind, 
zu geben, will ich im folgenden die Charaktere dieser beiden Gruppen 
berechnen. 

Es mögen zunächst einige von Herrn Frobenius*) herrührende Defi- 
nitionen und Sätze vorausgeschickt werden: 

„Es sei ^ eine endliche Gruppe der Ordnung ä, deren Elemente in 
k Klassen konjugierter Elemente zerfallen. Es möge die Klasse, der das 
Element R angehört, mit {R) bezeichnet werden, und es sei hf^ die Anzahl 
der in {R) vorkommenden Elemente. Die Gruppe |) besitzt dann k einfache 
Charaktere 

und es bestehen die Relationen 

(39.) 2i:y}'\R-')yy\R) = h, 2:z^»>(Ä-')x^"(Ä) = 0, c+i) 

R R 

(40.) i>(/0;t^'K^'-) = A *«..•; 

«Sil flR 

hierbei ist in den Formeln (39.) die Summation über alle Elemente R der 
Gruppe zu erstrecken, ferner hat man in (40.) die Größe Br^ g gleich 1 oder 
gleich zu setzen, je nachdem R und ti einander konjugiert sind oder nicht. 
Ein System von h Zahlen /(Ä) wird als ein zusammengesetzter 
Charakter von ^ bezeichnet, wenn sich k ganze rationale Zahlen i\ bestimmen 
lassen, so daß fUr jedes R 



wird; ist insbesondere jede der Zahlen r^ nicht negativ, so nennt manx(^0 
einen eigentlichen Charakter der Gruppe. Für den Charakter ;f(Ä) gelten 
die Formeln 

-2:/(/0;f^'^(Ä-0 = Ä^, f;t(/i-0;f(^=A(^o+r?...+ri^O- 

•) Sitzungsberichte der Berl. Akad., 1896, S. 985, 1898, S. 501 und 1899, 8. 330. 
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Eiu zosammengesetzter Charakter x(^) ist dann und nur dann ein 
einfacher Charakter, wenn die ganze rationale Zahl x (^) positiv und 
2x{R-')x{R)=h ißt. 

Sind ferner ;f(Ä) und X\{R) zwei einfache oder zusammengesetzte 
Charaktere der Gruppe, so bilden auch die h Zahlen ;f(Ä);fi(Ä) einen solchen. 

Ist endlich tl eine Untergruppe der Ordnung q von ^ und ist tp (Q) 
ein eigentlicher Charakter der Gruppe 'Li, so erhält man einen eigentlichen 
Charakter /(Ä) der Gruppe ^, indem man 

setzt; hierbei ist die Summe über alle hj^ Elemente Q der Klasse (R) zu 
erstrecken und y(Q) = zu setzen, falls Q nicht in £l enthalten ist." 

Ich will hier noch eine Formel ableiten, die sich auf Gruppen mit 
invarianten Elementen bezieht und eine Verallgemeinerung der Formel (40.) 
repräsentiert. 

Es sei nämlich & eine Gruppe der Ordnung g^ die eine aus a in- 
varianten Elementen von & bestehende Untergruppe ^ enthält Es möge 
nun die Gruppe & genau k Klassen konjugierter Elemente 

enthalten von der Beschaffenheit, da£ kein Element einer dieser Klassen 
einem Element einer anderen Klasse derselben Reihe mod. ^ kongruent 
wird; es sei g^ die Anzahl der in (R^) enthaltenen Elemente. Ist nun R 
ein Element der Klasse (Ä^), so mögen a^ verschiedene Elemente von (Ä^), 
etwa 

dem Komplex ^HR angehören. Dann bilden (vgl. D., S. 43) die Elemente 
i^u, Ai,...i4a-i eine Untergruppe 31^ von 21, die von der Wahl des Ele- 
mentes R innerhalb der Klasse (Ä^) unabhängig ist. Ist nun tp^""^ (A) einer 
der a Charaktere der Abehchen Gruppe 2( und bilden diejenigen Elemente B 
von 8(, für die t//^'*^(5)=l ist, die Untergruppe Ö« von ?(, so mögen 33« 
und $1^ genau d^^ Elemente gemeinsam haben. Dann ist, wie ich D., S. 44, 
gezeigt habe, die Anzahl /« derjenigen (einfachen) Charaktere 

(42.) ;t^'KÄ), /*nÄ),...;t^'->(Ä) 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 2. 17 
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von ®, für die 

ist, durch die Gleichung 

bestimmt, wo [-^J gleich oder gleich 1 zu setzen ist, je nachdem da^<io^ 
oder =a^ wird. 

Für die /« Charaktere (42.) bestehen nun, wie ich zeigen will, noch 
folgende Relationen: ist li ein Element von ® , das einem der //^ Elemente der 
Klasse (/i„) mod. 2t kongruent ist, so ist 



(44.) J^'^'(^n/*>(/o=;:Ht:]' 



sind ferner li und >S zwei Elemente von @, für die kein Element des Kom- 
plexes 31// einem Element des Komplexes 9IN konjugiert ist, so ist 

(45.) J;t^'K/n/'^('S) = o. 

Bei dem Beweise der Formel (44.) kann offenbar angenommen werden, 
daß 1{ selbst der Klasse (R^) angehört; denn die linke Seite dieser Gleichung 
bleibt ungeändert, wenn li durch irgend ein Element des Komplexes ^äli 
ersetzt wird. — Nun ist aber, falls y}^^{E)^fi gesetzt wird, 

(46.) e' (P)x''' (.Q) = f f X'^' (l'T-' Q T) , 

wo T alle Elemente von ® durchlänft, ferner ist (vgl. D., Formel (23.)) 

(47.) ^JxX'''iP)=^ly""(in oder =0, 

je nachdem P in $( enthalten ist oder nicht. Aas (46.) ergibt sich nun 



Nach (47.) ist hier die Teilsumme 



Ml 



_£fa'''(ß-'T-^RT), 
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falls T''I{T=Jti gesetzt wird, gleich ^ V^^"^./), wenn J in 31^ enthalten 
ist, sonst aber gleich 0. Ferner wird die Gleichung T"^ RT^JR für jedes 
Element -/ von ^„ durch genau ^ verschiedene Elemente T befriedigt. 
Daher ist 

(44'.) J x''' (li-') X''' W = / 1 • a- f f"'^' ^'^) ' 

WO '/ alle Elemente von 31^ durchläuft. Die Summe i: ip^^'^J) ist aber, 

wie ich D., S. 43, genauer ausgeführt habe, gleich a^ [--]• Setzt man dies 
in die Gleichung (44'.) ein, so ergibt sich die Formel (44.). — Ebenso 
erhält man aus (46.) 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nach (47.) gleich 0, weil auf Grund 
der über R und 8 gemachten Voraussetzung das Element R"^ T^^ S T für 
kein Element T von @ in 31 enthalten sein kann; damit ist auch die 
Formel (45.) bewiesen. 

Ich wende mich nun zur Berechnung der Charaktere der Gruppen 
2pn und Äpn. Hierbei setze ich überall zur Abkürzung s^p"". 



1. Die Gruppe £, für den Fall 5=1 (mod.2). 
Setzt man 

■ ^'=G0. t'<-l-% p<% ö=C?). -'=(5^.) 

and versteht unter B ein Element der Ordnung «4-1 der Gruppe, so zer- 
fallen die s (y* — 1) Elemente von 2, in die * + 4 Klassen 

iE), (F), (/O, (Q), (FP), (FQ), 

(.1), Cl'),...(A"^\ (i^), (i^o,...(ß'^'), 

und zwar enthalten die ersten beiden dieser Klassen je ein Element, die 4 
folgenden je ^ ^ Elemente, während jede der ^^^ Klassen (^4*) aus s(s+ 1), 

17* 
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jede der - g— Klassen (/i*) ans ^(ä — 1) Elementen besteht.*) Ist ferner 

so stimmt für f = + 1 jede Klasse (/?) mit der inversen Klasse (i?"0 Uber- 
ein; dagegen ist dies, falls e — — ! ist, für alle Klassen mit Ausnahme der 
4 Klassen (P), (Q), (FP), (FQ) der Fall, und zwar sind dann (i^ und (ö) 
bzw. (FP) und (FQ) inverse Klassen. Endlich gehören im allgemeinen li 
und FR zwei verschiedenen Klassen an; eine Ausnahme tritt, falls € = +1 

ist, nur fUr die Elemente der Klasse (A *), falls f = — 1 ist, nur für die 

Elemente der Klasse (li * ) ein. 

Hieraus folgt auf Grund der Formel (43.), daß die Gruppe 2, genau 
—2^^ + ! = -^- (einfache) Charaktere /(/O besitzt, für die 

(48.) X<iI^')=xiE) 

ist, und —\f^^ = ^-ö- Charaktere, für die 

(49.) x(iF) = -x(iE) 

ist. Ich will den Charakter ;f(/Q als einen Charakter erster oder zweiter 
Art bezeichnen, je nachdem die Gleichung (48.) oder (49.) besteht. 

Die .y + 4 Charaktere von S« lassen sich in folgender Tabelle zu- 
sammenfassen: 







1 


»—3 
2" 


«—1 
2 




2 


2 


X(E) 




s 


s + l 


*-l 




2-(*+l) 


.^(^-1). 


X(F) 




s 


(-!)-(.+ 1) 


(-!>'(.- 


■1) 


|(*+1) 


-|(^-1) 


xxn 







1 


-1 




.jCi+vr.) 


i(-i±V") 


x(Q) 







1 


-1 




^(i+V«) 


^(-1+vr*) 


xW 




1 


p- + p— 







(-1)« 





xm 




-1 





-(o^' + cr 


,?Ä\ 





-(-1)*. 



•) Vgl. Dickson, liinear Croups, Cap. XII. 
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Hierin bedeuten p und a primitive Einheitswurzeln der Grade 5 — 1, 
bzw. 5 + 1; fUr a und a sind die Zahlen 1,2,...— g-, für b und ß die 

Zahlen 1,2, ...—2— zu setzen. Die Werte der Charaktere für die hier 
fehlenden Klassen (FP) und {F(i) ergeben sich vermöge der Formeln 

Die vorstehende Tabelle habe ich auf folgendem Wege berechnet. 

Der in der ersten Kolonne stehende Charakter ist der Hauptcharakter 
;f<">(/?)=:l. Die 1 + ^^ Charaktere der Grade s und s-\-\ ergeben sich 
durch Betrachtung der Untergruppe £l der Ordnung s(s--\) von 2„ die 
aus allen Substitutionen der Form Q ^_i) besteht. Unter den Substitutionen 

dieser Untergruppe gehören je -g— den Klassen (P), QX)^ {FP)^ (FQ) an, 
nämlich bzw. die Substitutionen 

\fi 1)' C71 1)' \—fi —1)' \—vfi —1)' 

wo fUr /LI die —^- quadratischen Reste 1, v'\ ... i^'~^ des Feldes OF[if] zu setzen 

sind. Ferner gehören, wenn a eine der Zahlen 1,2,...— s— bedeutet, die 
2 s Substitutionen 

der Klasse (.1") an. Außerdem enthält tl noch die Snbstitationen E und F. 
Dagegen besitzen die -„- Klassen (5*) in Ül keinen Repräsentanten. 

Man erhält nnn, wie anmittelbar ersichtlich ist, einen linearen Cha- 
rakter y/^'^Ii) von £1, indem man, falls Ii = (^ ^-a) ist, 

V<"'(Ä) = (>'"' (<.=U,1,....-J) 

setzt. Mit Hilfe der Formel (41.) ergibt sich dann für jeden der Charaktere 
V*"^ (Ä) von ü. folgender eigentliche iznsammengesetztolCharakter S, (li) von 2,: 

?« (.n = S. (Ö) = 1 , ?. (FP) = L (FQ) = (- 1)", 
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Hat nun « einen der Werte 1,2,... - ~ , so ergibt die Rechnung 
2;^«(if"'*)u«(Ä) = "5(>?^— 1); daher ist t«(Ä) ein einfacher Charakter der 

Gruppe. Dies gibt uns die -^ Charaktere des Grades .9+1 unserer Tabelle; 

(—) 
sie mögen noch mit ;;^^^(Ä), ;f^'^(/Oj •••/ ^ (^) bezeichnet werden. Ist da- 
gegen « = 0, so ist, wie man ebenso zeigt, 

/'>(Ä)=£o(/o-/'nÄ)=Lao-i 

ein einfacher Charakter. Dies ist der in der zweiten Kolonne der Tabelle 
angegebene Charakter. 

Für «= ^ erhält man noch den zusammengesetzten Charakter 

C(4«) = 2(-l)-, C(/^) = 0. 

Da, wie man leicht findet, £^(R-')':(R) = 2s(s''-l) ist, so ist C(-ß) eine 
Snmme von zwei verschiedenen einfachen Charakteren ^i(Ii) and ^2(Ä), and 
zwar ist, weil ^(F) = e'C(E) ist, aach 

(50.) |,(i')=t^,(A'), §,C^')=*«,(^^)- 

Ich betrachte nun die darch die Potenzen von B gebildete zyklische 
Untergrappe der Ordnaug s + 1. Dem Charakter 

xfi^^\B') = o'^' {'=".1 ) 

dieser Untergrappe entspricht, wie man leicht zeigt, folgender eigentliche'^ 
Charakter (Pß{B) von 2,: 

9,,(A«)=0, </,,(/i") = «'"'+a-'"'. 

«+ 1 

Man bilde nun für /V=rl,2,... ]^ den zusammengesetzten Charakter 
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der aber nicbt mehr ein eigentlicher Charakter zu sein braucht Es er- 
gibt sich: 

•r» (/o - f^ß (Q) - - 1 , f^ß 0' n = f^, (m = - (- 1/, 

g 1 

Man überzeugt sich nun leicht, daß für /?=1,2,... ^^ 

wird. Da außerdem //,(/!;)>0 ist, so sind daher />i(/0, ^^2(/0» - ^Vi(Ä) 
einfache Charaktere, die, wie unmittelbar ersichtlich ist, unter einander ver- " 
schieden sind. Ks sind das die ,. Charaktere des Grades s--! unserer 

Tabelle; sie mögen auch mit / ^ (^0? •••/'~'^(^0 bezeichnet werden. 

Für ß= Z,- erhält man noch den zusammengesetzten Charakter 
*\_iW = ^W: "^ 

//(/l") = 0, .9(/i'').---2(-l)". 
Die Rechnung ergibt ferner 

Daher ist »^(Ä) die Summe oder die Differenz von zwei verschiedenen ein- 
fachen Charakteren ^i(/0 ^^^ ^2(^0 j ^^^ von den bereits erhaltenen s Charak- 
teren y}^\l() verschieden sind. Da außerdem i^(F) ='-€i^{E) ist, so muß, 
wie leicht zu ersehen ist, auch 

sein; folglich sind //i(/0 und ^/2(Ä) wegen (50.) auch von den Charakteren 
^,(Ä) und §2(Ii) verschieden. Endlich findet man noch 



^^{H-^)x''\^i)=0; 



Cy=o,i,...,-i) 
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daher sind aach die Charaktere ^i(Ii) und ^^(R) von den ^Charakteren 
y}^^{R) verschieden. 

Es sind nun im ganzen .9-f ^ einfache Charaktere zn berechnen; wir 
haben bereits s erhalten, folglich fehlen noch 4 nnd das müssen die Charaktere 
!,(/?), 1,(7?), ri,{R), r,,(Ii) sein. 

Die Berechnung dieser 4 Charaktere ergibt sich darch Anwendung 
der Formeln (44.) und (45.) auf unseren Fall. 

Zunächst zeige ich, daß &(B) notwendig die Summe der beiden 
Charaktere ^i(Ä) und ^2(Ä) sein muß. Ist nämlich €== + 1, so sind ^i(/0 
und ^2(^0 Charaktere zweiter Art. Unter den s Charakteren x^^K^) ^^^^ 
ferner solche zweiter Art 

/*)(/0,/*>(ä),.../"^\ä), /^"\/?),/"^V), .../-*>(«). 

Es muß aber nach (44.) die Summe der Quadrate der Grade aller Charaktere 
zweiter Art gleich ^ ^^ ~ sein, daher ist 

also 

Für f = — 1 erhält man ebenso durch Betrachtung der Charaktere erster Art 

also wieder 

Wäre nun &{R) = ti^{B)-t]^(R), also j?,(£)-i7,m = *-l, "so 
würde sich ^i(^) ti2{E) = --——- ergeben, was nicht möglich ist, da ij, (Ä) 
und rj2(^J^) positive ganze Zahlen sind. Daher ist in der Tat 

f>{R) = r,,{R)+r,,{R). 

In ähnlicher Weise lassen sich aus der Formel (44.) oder (4ö.) auch 
die genauen Werte der Ausdrücke §l{K) + Sl{R) und til{R) + r]l{R) für 
R^E, P, Q, A% 1^ berechnen. Da man außerdem die Werte von 5i(Ä)+ ^2(^) 
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und ri^{R) + ri2{R) kennt, so erhält man für jedes der Zahlenpaare fi(Ä) 
und laC^) bzw. ri^{R) und ^(Ä) eine quadratische Gleichung. Es ergibt 
sich hierbei, daß für R^E.A^B" die Gleichungen l,(ß) = s^(/?) und 
rii(^R) = r]2{R) bestehen. Eine einfache Überlegung lehrt dann auch, in 
welcher Weise noch die Wurzeln der den Elementen P und Q entsprechen- 
den quadratischen Gleichungen auf die Charaktere §i{R) und ^2(R) bzw. 
Vi^R) ^i^d //2(Ä) zu verteilen sind. Die auf diesem Wege berechneten Werte 
der 4 Charaktere sind den beiden letzten Kolonnen unserer Tabelle zu 
entnehmen. 

Ich füge noch folgendes hinzu. 

«4-5 

Die ~~ Charaktere der Tabelle, für die X\P)—x{^) ist» repräsen- 
tieren zugleich, wenn je zwei Elemente R und FR als nicht von einander 
verschieden angesehen werden, die Charaktere der Gruppe 5,.*) 

Da ferner die Gruppe 2, für ä + 9 die Darstellungsgruppe von 5* i^t» 
80 lehrt uns die Tabelle, daß es im ganzen ~- verschiedene irreduzible 
Gruppen ganzer linearer Substitutionen gibt, die der Gruppe f$, isomorph 
sind, und zwar hat man eine Gruppe des Grades ä,**) —--f'— Gruppen des 

g 2 4- e 

Grades ^+1, — ~- Gruppen des Grades s^\ und 2 Gruppen des Grades 

-y^. Ebenso gibt es (für .^+9) im ganzen ^-~- verschiedene irreduzible 
Gruppen gebrochener linearer Substitutionen, die der Gruppe %, isomorph 
sind, und die sich nicht als Gruppen von ---^ — - ganzen linearen Substi- 

tutionen schreiben lassen. Unter diesen Gruppen haben —r^— Gruppen 
den Grad ^ + 1 , -^^ den Grad ^ — 1 und 2 den Grad ^^ . 

Die hier erwähnten der Gruppe %, isomorphen Gruppen der Grade 
^^ und ^- sind für den Fall s=p zuerst von Herrn Klein ans der Trans- 
formationstheorie der elliptischen Funktionen erhalten worden (Math. Ann., 
Bd. 15, S. 276). 



*) Für den Fall s=ip sind diese Charaktere bereits von Herrn FroheniuSy Sitzungs- 
benrichte der Berl. Akad., 1896, S. 1021, angegeben worden. 

**) Diese Gruppe ergibt sich unmittelbar aus der auf S. 116 erwähnten Dar- 
stellung von % als Permutationsgruppe von 8+1 Symbolen. 

Journal für Mathematik Bd. 132. TTeft2. 18 
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2. Die Gmppe 2, für den Fall s = 2\ 

Die .<?(.9^— 1) Elemente dieser Gruppe zerfallen in .v+ 1 Klassen kon- 
jugierter Kiemente. Setzt man nämlich, wie bei ^^1 (mod. 2), 

Mi?). ^'=(1?). -^Kr^o 

und bezeichnet mit B irgend eine Substitution der Ordnung .s + 1 der Gruppe, 
so sind dies die Klassen 

(£), (/>), (/i), G-io, ... (.'i''^'), (/i), m, ... (ß^), 

und zwar enthält die erste dieser Klassen ein Element, die zweite s'^ — 1 
Elemente, ferner besteht jede der - Klassen (/l'*) aus ä(.9+1), jede der 
Klassen (7^') aus ^(.y— 1) Elementen. Jede dieser Klassen stimmt mit der 
inversen Klasse Uberein.*) 

Die ^ + 1 Charaktere der Gruppe San ergeben sich in ganz analoger 
Weise, wie die s mit ;f^"^(Ä), ;j^'^(/?), ...;f^'"*^(Ä) bezeichneten Charaktere 
der Gruppe 2, für den Fall ^^1 (mod. 2). Man erhält folgende Tabelle: 







1 


«-2 
2 


8 

2 


y.(E) 




.9 


s+1 


.9-1 


X(P) 







1 


-1 


xW 




1 


(,- + (,— 





xm 




-1 





-(o'"' + o-'"') 



Hier bedeuten wieder p und a primitive Einheitswurzeln der Grade ä — 1 



9 



und s+l. Für a und a sind die Werte 1,2, ...-ö- , für b und (i die Werte 



2 



8 



1, 2, ...ö zu setzen. 

Da die Gruppe 22» (für 2" + 4) eine abgeschlossene Gruppe ist, so 
ergibt sich aus unserer Tabelle, da£ es im ganzen 2" verschiedene irre- 
duzible Gruppen gebrochener linearer Substitutionen gibt, die der Gruppe 22** 
isomorph sind, und zwar hat man eine Gruppe des Grades 2'*, ferner 2""* — 1 
Gruppen des Grades 2" + ! und 2*~' Gruppen des Grades 2" — 1. Alle 



*) Vgl. Dichon^ Linear Groups, a. a. 0. 
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diese Gruppen lassen sich auch als Gruppen von 2" (2^^* — 1 ) ganzen linearen 
Substitutionen schreiben. Der niedrigste in Betracht kommende Grad ist 
gleich 2--1.*) 

Der Ausnahmefall ^ = 4 erledigt sich dadurch, daß man an Stelle der 
Gruppe £4 die ihr isomorphe Gruppe ^5 betrachtet. 

3. Die DarstelUnKjsgrnppc Jf, der (huppe $, (,s nnfjerade). 

Die Gruppe Ä„ deren genaue Definition auf S. 122 gegeben worden 
ist, enthält, wie man ohne Mühe erkennt, Substitutionen der Ordnung 2(ä-- 1) 
und auch solche der Ordnung 2(5+1). Bezeichnet man wie frllhcr mit 
E^ F, P die Substitutionen 

(ü 1)' ( —1)' w 1) 

der Untergruppe JJ, von Sf, und mit A und Ji zwei Elemente der Ordnungen 
2(.y-l) und 2(ä + 1), so wird jV-' = B'^' = F, ferner zerfallen die 2s {s'" 1) 
Elemente von Ä, in die 2.s + 2 Klassen konjugierter Elemente 

(E), (70, in {i'n ('-!). i-n-' c^^-^). (^>). m. - m-, 

hierbei enthalten die ersten beiden dieser Klassen je ein Element, die beiden 
folgenden je s'^—l Elemente, während jede der Klassen (^4") aus a(5+1), 
jede der Klassen (ß^) aus ä(6»- 1) Elementen besteht. Ferner sind li und 
I{~^ für jedes Element Ji der Gruppe einander konjugiert. Die Elemente li 
und FR gehören im allgemeinen verschiedenen Klassen an; eine Ausnahme 

bilden nur die Elemente der beiden Klassen (^4 ^ ) und (B ^ ). Daher hat, 
wie aus Formel (43.) folgt, unsere Gruppe 5 + 2 (einfache) Charaktere x('R)i 
für die x{F)^x{E) ist, und s Charaktere, für die ;t(^')=-/(^) ist. — 
Außerdem besitzt die Gruppe, da ihr Kommutator ^, vom Index 2 ist, außer 
dem Hauptcharakter ;f^">(/?)==l noch einen linearen Charakter S(/i)? ^^^ 
zwar erhält man: 



*) Für «=.8 ist t^ die bekannte zuerst von Herrn Co/? (American Journal, Bd. XV, 
S. 303) angegebene einfache Gruppe der Ordnung 504. Daß diese Gruppe sich nicht als 
Gruppe gebrochener linearer Substitutionen von weniger als 6 Variabeln darstellen läßt, hat 
bereits Herr Wiman (Göttinger Nachrichten, 1897, S. 62) nachgewiesen. Die Frage, ob 
hierzu 6 Variable geniigen oder nicht, läßt Herr Wiman aber a. a. 0. noch unentschieden; 
unser Resultat ergibt, daß diese Frage im bejahenden Sinne zu beantworten ist. -^ ' '.^m 

18* 
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, .', ^.. t . Cc^. (4 Ti.i( 


f.- 


,(.....(',..: . 




:.~r ?. :...r 
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S(yi«) = (-1)-, ?(/?*)=(- 1)\ (a=1.2,....-2, 5 = 1,2,...-) 

Die übrigen 2s Charaktere der Gruppe &, lassen sich in ähnlicher 
Weise berechnen, wie die Charaktere der Gruppe S«; sie sind in folgender 
Tabelle zusammengestellt: 





1 1 


1 


1 


8-2 


s 


XCE) 


1 1 


s 


$ 


*+l 


s-\ 


xi.F) 


1 1 


s 


s 


(-l)-(.+l) 


(-Xfis-l) 


xiP) 


1 1 








1 


-1 


xW 


1 (-1)- 


1 


(-1)" 


(>««+(»-«« 





xm 


1 (-ly 


-1 


- (- ly 





-(a^^+a-^*)- 



Hier bedeutet q eine primitive Einheitswurzel des Grades 2 (^ - 1) und a 
eine primitive Einheitswurzel des Grades 2(^+1). Für die Indizes a und a 
sind die Werte 1,2,...,5 — 2, für h und ß die Werte 1,2,...^ zu setzen. 
Die Werte der Charaktere für die noch fehlende Klasse (FP) ergeben sich 
aus der Relation 

xiFP) = ^^^^yXP). 

Aus dieser Tabelle können auch unmittelbar die Charaktere der 
Gruppe ^« abgelesen werden. Man hat hierbei nur diejenigen ^ + 2 Charak- 
tere xiß) zu berücksichtigen, für die ;c(^') = /(^) ist, und je zwei Elemente 
R und FR als nicht von einander verschieden anzusehen. 

Zu jedem der 2^ + 2 Charaktere von Ä, gehört eine dieser Gruppe 
isomorphe irreduzible Gruppe ganzer linearer Substitutionen. Betrachtet 
man die diesen Gruppen entsprechenden Gruppen gebrochener linearer Sub- 
stitutionen, so sind die letzteren der Gruppe ^. isomorph. Hierbei ist jedoch 
zu beachten, daß man für zwei Charaktere ;( (72) und/(/2), zwischen denen 
die Beziehungen 

bestehen, wie leicht ersichtlich ist, auf dieselbe Gruppe gebrochener linearer 
Substitutionen geführt wird. Eine genauere Diskussion unserer Tabelle 
ergibt nun folgendes Resultat: Der Gruppe ^. sind im ganzen s+1 ver- 
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schiedene irreduzible Gruppen gebrochener linearer Sabstitutionen isomorph. 
Hierunter hat eine den Grad s , ferner haben -~- den Grad ^ + 1 und ^ 

den Grad 5 — 1 . Bedeutet noch « wie früher die Zahl (— 1) ^ , so lassen 
sich unter diesen Gruppen die Gruppe des Grades s , ferner ' — ~ — Gruppen 

des Grades ^+1 und ^-j^ Gruppen des Grades s — l auch als Gruppen 
von ^(^' — 1) ganzen linearen Substitutionen schreiben. Dagegen ist dies 
für — ^— Gruppen des Grades ^ + 1 und für -j-^- Gruppen des Grades 
^ — 1 nicht der Fall. Der kleinste in Betracht kommende Grad einer der 
Gruppe ^« isomorphen Gruppe linearer Substitutionen ist gleich ^—1. 
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Siir les söries de fonctions cylindriquos. 

Par M. Niels Nieheti a Copenhaguc. 

Uans mon Trait6 des fonctions cylindriques*) j'ai exprimd, k Taide 
d'une integrale d^finie tr^s simple, le produit 

n-\-v n—V 

oü n d^signe un entier non n^gatif, tandis que v est nne quantitd finie quel- 
conque. 

Or, il est tr^s facile de g^ndraliser beaacoup une teile repr^sentation 
integrale, ce qai nous conduira k nn principe g^n^ral et tr^s remarqnable 
concernant les s^ries de fonctions cylindriques. En effet^ sapposons developp^e 
dans une s^rie de fonctions cylindriques une fonction donn^e /(a;), notre 
principe nous permet de d^duire imm^diatement pour f{x) une s^rie ana- 
logue de produits de deux fonctions cylindriques, et vice versa. 

G^n^ralisons roaintenant la formule integrale en question. 

A cet eflfet, prenons pour point de d^part la formule de Cmtchy 

n 

(1.) /' (cos o))"-* cos(pa)) d(p = - - -^,-- . tv i 

OÜ il faut admettre 91(^)I>0, puis introduisons la s^rie de puissances 

(2.) f{x) = (^j + ai a: + ^^ ^"^ + ^^3 .'i^ + •• • 

qui a son rayon de convergence dgal k r, nous aurons imm^diatement, en 

*) Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, p. 63; Leipzig, Teubner, 1904. 
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vertu de (1.) et en int^grant terme Ji terme, ce qai est permis, cet autre 
d^veloppement 



(3.) 



r /(.«• cos (f!) (.r cos (pY cos (p (/>) d <p 

/'(»' + « + !)•«. 



2 '^ 



''^(-*.?^ + i)rf-ji« + i) 






formale qai est valable, pourvu qae nous ayons ä la fois |a;|<;^', 9i(^)>— 1. 
Appliqaons ensuite Tint^grale eulenenne de premiere esp^ce, savoir 



n 
X.2 



(4.) f Ciso& <py (ein (pyd<p-^ 






oü il faat admettre 3{ (/>)> — 1, 9i (?)>"• 1» ^^ meme proc^d^ donnera cette 
aatre formale 



(5.) 



.2 



y /(.«; sin 2 v) (a; sin 2 V')'"^' (cot v)- <^ V 

1 „.<'-±|+^+>X-=f±^+0". 



^ .—II 



/'(v + Ä + 2) 



(2x) 



y + Ä+l 



qai est appliqaable, poarva qae noas ayons k la fois |a:|<:^, 9i(v -?)> — 2. 
Cela pos^, combinous les deax formales (3.) et (5.), il r^salte 



n n 
*2 ^2 



• / / fQr cos (p sin 2 i/O (^ cos </) sin 2 1/')* (r sin 2 ip) cos (p y^) (cot tf^y dip d iff 

U II 

d'oh imm^diatement cette identitd remarqaable 



(6.) 



n n 
.2 .,2 



/>, / / /'(.r cos </) sin 2 y/) (.r cos if sin 2 1//)" (^ sin 2 V') 

o u 

cos (p y) (cot v)* d(p dtf> = 2 • /"(^O a." , 
oü il faut admettre k la fois JH(»')>-1, 9t (v -(»)>- 2. 
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Or, il est tr^s facile d'^tendre beaacoap la port^e de la formale (6.) 
quc 110U8 venoiis de d^montrer pour une fonction /(.i) qui est holomorphe 
aux envirous du poiiit .x==0. 

A cet eflfet, supposons que f(x) soit d^veloppable dans une s^rie 
nniformement eonvergente dans un domaine k une ou ä denx dimensions qui 
contient le point a: = 0, savoir 

(7.) fix) = ct^p,,{x) + a,j\ (x) + a^jh {x) + ..., 

oü toutes les fonctions pnip^ sont holomorphes aux environs du point :i; = 0^ 
nous verrons (]ue cette autre s^rie 

(8.) fQc cos ip sin 2 ^) (.r sin 2 y/) = ^ a, p, (x cos (p sin 2 ip) (x sin 2 tp) 
est uniformement eonvergente dans les intervalles 

Multiplions ensuite par 

(x cos (p sin 2 tpy cos (p </>) (cot v^)" dtpdip^ 

oü nous supposons ä la fois ')i (i^) > — 1 , ^K (v — p) > — 2 , les deux membres 
de (8.), puis int^grons terme ä terme la s^rie ainsi obtenue, ce qui est 
permis, nous verrons que la formule (6.) est vraie dans ce cas plus g^n^- 
ral aussi. 

Dans mon trait^ susdit*) je n'ai donn^ que le cas particulier de (6.) 
qui correspond ä v = 0. 

Consid6ron8 maintenant comroe exemple de la formule g^n^rale (3.) 
la fonction particuli^re 

(9.) ,/.(.)=|_^;i'L^.(|)-, 

il rdsulte imm^diatement 



(10.) /' *./" (2a: cos (p) cos (jiffp) rfy = ^ . 'I -— r- ^ ,^_- r • 



*) Handbuch, p. 380. 
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Or, multiplions, d'apr^s la r^gle de Catichyj les denx s^ries obtenaes 
de (9.) pour /''(.t) et ^f\o:)^ nous aurons uii d^veloppement de cette forme 



t-'K"""?") 



j;\a+64-^« 



(11.) ./-(x).;' »)= j r(a+.+ 1) r(U. +T)-(i)' 

ce qai donnera, en vertu de (10.), la formale ^l^gaiite 

(12.) -f '~\x) .1 ^"(x) = ^. y ' J''(2a;co8<^) co8((><p) d(p, 

(I 

valable, pourvu que 9l(v)>> — 1. 

On a counu, depnis longtemps, des cas particnliers de (12.);*) n^nmoins 
cette formale g^n^rale est nonvelle, je le crois. 

Remarqaons en passant qae la formale (12.) noas condaira directe- 
ment aax ^qaations diff^rentielles qae j'ai troav^es poar le prodait de deux 
fonetions cylindriques. **) 

Appliqaons ensaite la formale integrale de Bessel: 

J^Qc)=^-- r-- f co8Crsincü)(co8Cü)'*'rf£ü, 

valable, poarva qae 9t(i^)> — g» ^^^^ aarons, en verta de (12.), poar le 
prodait de deax fonetions cylindriqaes cette integrale doable: 



(13.) ' 



TT 



J ^ (x) J ^ (x) = — - — ^ r- • / /cos (2a; cos (p sin i 



(cos if> cos v)" cos iffif) d(p dtp^ 

oü il faat admettre 9t (v) > -" ö ' 

Combinons encore les formales (6.) et (12.), il r^salte la formale 

(14.) J^ (X) = Z). /'r (^|2J^) ß'(^^) (^-^) (cot y^y rfv 



qai est Tinverse de (12.). 

*) loc. cit., p. 63. 
*•) loc. cit., p. 146. 
Journal für Mathematik Bd. 183. Heft 2. 19 
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Cela pos^, consid^rons la s^rie de fonctions cylindriques 
(15.) x^ f(a X) = ÜT A: (a) • J'-^'"' (/>, x), 

convergente, pourva qae x soit 8itu6 dans le doroaine K qni contient le 
point .r = 0, mais ^tant da reste k une oa k deux dimensions; snpposons 
ensuite que la s^rie (15.) soit Hniformement convergente par rapport ä a, 
poarvu qae cette variable soit sita^e dans ie domaine k qai contient le 
point « = 0. 

Ävec ces propri^t^s de la s^rie (15.) il est 6vident qae la s^rie 
noavelle 

f(ax cos if> sin 2 \p) (a x cos (p sin 2yjY (a sin 2 yj) cos (p (p) (cot tpy 

peat 6tre intdgr^e terme k terme et par rapport k tp et par rapport k ^ , ce 
qai donnera, en vertu de (6.) et (13.), ce thdor^me g^n^ral et tr^s singalier: 
Supposons di(r)Z>-' 1 et M(y --(})'> — 2^ la sene de fonctions ci//in- 
driqnes (15.) qni satisfait anx conditions siisdites peiit (Hre traiisformee dans 
une seiie de prodnits de deiix fonctions cylindnqnes cmnme snit 

(16.) a'f(a.r)^7xQ)-r' \p,x)j ' "o>..o, 

oh 7I0VS ovons po.te poiir nhreger 



(17.) «' in:(«)= />>„ f /l;:(«8in ey) (« sin2v')'"" (.cottp^dyi, 



L(t Serie (16.) est convergente poitrim qne x et a soient sitncs dans des domaines 
h\ et k\^ ohtenus en mnltipliant par -^ et par rappoi^t a .r = le domaine K 
respecliveinent par 2 et par rapport a « = /e domaine k . 

Inversement prenons poar point de d^part la s^rie (16.), le meme pro- 
c^de noas condaira, en verta de (6.) et (14.), k la s^rie (16.). 

Consid^rons maintenant quelques cas particuliers de notre th^or^me 
g^ndral. 

p, ?•, = .s% y>, = 1; nous obtenons les s^ries nnnnanniennes de premiöre 
et de seconde espece. 
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2^ r^ = ^, j9, = V + 5; notre th^oröme nous dooue les scries kapteijniemm 
de premi^re et de seeonde espece. 

3^ 7*, = 0, p»=^s\ dans ce cas les serieö de Schlömilch nous cotiduisent 
k des scries analogues Selon des prodaits de deux fonctions cylindriques. 

j ./•'(.r) = 0; notre th^oreme 
nous conduira des scries de Fourier k des scries analogues selon des pro- 
duits de deux fonctions cyliudriques. 

Or, il faut remarquer que notre th^oreme foudamental ne d^termine 
pas toujours le complet cliamp de convergence de la s^rie (16.). 

En effet, il est tr^s connu que les sdries neumanniennes de premiere 
et de secoude esp^ce ont comme champ de convergence Tint^rienr du cercle 
de convergence de la s^rie de puissances qn'elles repr^sentent. 

Pour mettre en pleine lumiere cette propri^t^ des scries susdites, 
d^siguons par K et K^ les deux domaines mentionn^s dans le th^or^roe 
g^n^ral, puis supposons que la s^rie 

(18.) x<^^lia,.P^^^{px) 

soit uniformement cönvergente dans le domaine A^, nous aurons 

(2 a; cos tpy cos (a(p) = j; «, J'"^*'»(2/>,a; cos tp) cos (cry) , 

ce qui donnera, en vertu de (1.) et (12.), cet autre d^veloppement 



W 'j^j^^~±ryl-'-J 'MJ ' ö-.-) 



qui est certainement convergent dans le domaine Ä'i. 

Supposons maintenant que (18.) soit une s^rie neumannienne de 
premiere esp^ce, savoir 



(20.) (')'=^fe±ify>+-)../...(.), 



««U 8\ 



»:±? ^ . »:-f . 



(21.) '''-^"'-^^ _^ (>+2.)r(.+.) ^7.. ?.. 



19* 
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dans ce cas les deux domaines K et K^ eolncident avec la partie finie du 
plan des x. 

Appliqaons, au contraire, la s^rie kapteynienne de premi^re esp^ce, 
savoir*) 

(22.) (|)'=^.T;,^^.^-((. + ä.).), 

il r^sulte de m^me 



(23.) 



r(y) (x\ 



Dans ce cas, oü le domaine K est finiy il est Evident que K^ et K ne peu- 
vent pas co'incider. 

C'est la m£me chose avec la s^rie de Fourw- qui reprdsente une 
seule puissance. 

Consid^rons encore cette autre s^rie 

(24.) J^ (x) = T 6, J'-^""* (/>, x) 

convergente dans le domaine K, le meme proc^d^ donnera une s^rie nou- 
velle de la forme 

e+a e-0 ^^^ r-^a-^w^ ''''_^!^ 

(2b.) J' (x)J'''{x)=2b,J * (i>.a)./ ' ip.x) 

qui est convergente dans le domaine K^. 

Une application de ce principe nous conduira de la s^rie**) 

{2Q.){^\t^iax) = '£J^^^^^.Fiv + s,-s,v + l,a-)J'^\x), 

oü F d^signe la s^rie byperg^om^trique ordinaire, ä cet autre d^ve- 
loppement 



•) Handbuch, p. 273. 
•*) loc. cit., p. 303. 



(27.) 
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les deux s^ries (26.) et (27.) soiit convergentes daiis toute T^tendue du plau. 
En termioant ces recherches qui nous ont doiinö des propri^t^s tres 
curieases des fonctions cylindriques comme des fonctions de d^velopperoent, 
noQS avons encore ä appliquer l'int^grale double qui figure au second 
membre de (13.); une formule g^ndrale que j'ai d^velopp^e dans mon trait^*) 
susdit donnera ici une 6galit^ de la forme 



(28.) 









kir(v + i)v« 



''Jfk" f^ °°^ ^^ "° "° ^' ^^ ^^ ~''^ ' dz 



oü il faut admettre Cu=l mftis ««=2, pour «^1, tandis qae x d^signe une 
quantit^ reelle, teile qae, }) d^signaot au positif entier, 

(29.) ^G>-J)<l^l<(i>+|)«; 

de plus nous avons pos6 pour abr^ger 
(30.) 



,^^,_(|,-^._ 



et l'accent fix^ au signe ^ figurant au second membre indique qu'il faut 
prendre la moiti^ du terme qui correspond k s=p si dans (29.) T^galit^ a 
lieu dans la limite inf^rieure. 

Dans le cas particulier, oü "-^<*^'< + ^? la somme de la s^rie in- 
finie qui figure au premier membre de (28.) est ^gale k z^ro. 

Posons particuli^rement dans (28.) r = 0, (» = 1, il r^sulte la formule 
tr^s connue 



*) Handbuch p. 340. 
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(31.) i: ^~7 ■8in(2^j.o=^-rr'-^'^^ 



tandis qae Thypoth^e v = e = donnera la formale curieuse 

4 '=^; /•» t/z 



(32.) 2: (-l)'^G/"(6'a.))^=--r--2;' /* -,-^= -.-Z^ : 

que j'ai d6veloppee autrefois.*) 
•) loc. cit., p. 346. 
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über eine Anwendung 

der Theorie der linearen Differentialgleichungen 

in der Variationsrechnung. 

Nachtrag za den Abhandlungen des Verfassers in Bd. 12ö und Bd. 128 

dieses Journals. 

Von Herrn L. W, Timme in Greii'swald. 



Uie vorliegende Arbeit enthält Verallgemeinerungen der Resultate in 
den genannten Abhandlungen. Diese Verallgemeinerungen beziehen sich 
darauf, daß bei den Scharen von Nachbarkurven zu der durch Variations- 
rechnung gefundenen Kurve Diskontinuitäten und variable Endwerte zu- 
gelassen werden. Die von vornherein festgestellte Eigenschaft des unter- 
suchten Integrales, wenn die gefundene Kurve gegenüber den Scharen der 
Nachbarkurven eintritt, welche in der Einleitung zu Abhandlung Bd. 128 
dieses Journals angegeben ist, gilt alsdann um so mehr. 

Sodann werden zu den in Abhandlung Bd. 125 dieses Journals unter- 
suchten Beispielen noch andere von den gewöhnlich behandelten Beispielen 
hinzugefügt und nach dem in diesen Abhandlungen auseinandergesetzten 
Verfahren diskutiert. 



1. 

Die hier angestellten Untersuchungen betreffen Verallgemeinerung 
der Angaben in Abhandlung Bd. 125 dieses Journals Nr. 3 und Nr. 5 (vgl. 
Abhandlung Bd. 128 dieses Journals Nr. 1 Schluß, Nr. 3 Schluß). 
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In dem za antersachenden Integrale, Abhandlang Bd. 125 dieses 
Jonrnals Nr. 1 (1.), Nr. 2 (3.), Bd. 128 dieses Jonmals Nr. 1 (1.), 



(1.) ff{x,y,y^^\...y^'^)dx 



war an Stelle von y gesetzt y + ^z^ f eine in der Nähe von Null variierende 
reelle Größe, z eine reelle Funktion von x von der in den Abhandlungen 
Bd. 125 dieses Journals Nr. 2, Bd. 128 dieses Journals Nr. 1, Nr. 2 an- 
gegebenen Eigenschaft. Nun trat in Abhandlung Bd. 125 dieses Journals 
Nr. 3 an Stelle von z 

(2.) z + ^Z, 

wo Z eine Funktion von x und b von der a. a. 0. angegebenen Beschaffenheit 
ist Hierbei war Z so eingerichtet, da£ der erste und zweite Differential- 
quotient des Integrales (1.) nach 6 für « = wieder der vorige Ausdruck 
wurde, in welchem nur z in betracht kommt. Diese Eigenschaft von Z 
soll erhalten bleiben, dabei kann aber folgender Ausdruck von Z angewandt 
werden, welcher allgemeinerer Art als der in Abhandlung Bd. 125 dieses 
Journals Nr. 3 angegebene ist: 

(3.) Z={x^ay{x^byh{x) + Bk{x, e). 

/i(x) ist eine reelle Funktion von x, welche selbst und deren n erste Ab- 
leitungen auf der Strecke von x von a bis b endlich und stetig sind. k(xye) 
soll folgende Beschaffenheit haben. Die Strecke x von a bis h sei in eine 
endliche Anzahl Stücke geteilt. Auf jeder dieser Teilstrecken von x and 
fUr die Werte e in der Nähe von Null seien 

(4.) k(x,B), —^^ (-1..-) 

reelle endliche und stetige Funktionen von x und b. Wenn jede dieser 
Funktionen durch (p{x, e) bezeichnet wird, so soll dieselbe Eigenschaft haben 

/R X d(p d^if 

Dann ist das Integral (1.) eine endliche und stetige Funktion von b. Es 
wird der erste und zweite Differentialquotient nach b gebildet, indem unter 
dem Integralzeichen differentiiert wird. Diese Differentialquotienten sind 
gleichfalls endliche und stetige Funktionen von b. 
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FUr f = kommt man bei dem ersten Differentialquotienten auf den 
Ansdrack, worin nur z auftritt. Bei dem zweiten Differentialquotienten und 
für « = kommt die Funktion k(x^ e) mit ihren Differentialquotienten gleich- 
falls nicht in Betracht. Zu dem Ausdruck, in dem nur z auftritt, ist noch 
das mit 2 multiplizierte Integral addiert, in welchem unter dem Integral- 
zeichen der Differentialausdruck, dessen Verschwinden die Funktion y bestimmt, 
mit (x — öf)" (x — by h {x) multipliziert steht. Daher verschwindet dieses Inte- 
gral. Also kommt der zweite Differentialquotient für f = auch wieder auf 
den Ausdruck zurück, worin nur z sich findet. 

Auf diese Weise werden auch Scharen von Nachbarkurven von y 
zugelassen, welche selbst oder doch in bezug auf Ableitungen nach x Dis- 
kontinuitäten darbieten. 

Ferner ist über die Endwerte von k(.v,B) für x = a und b nichts 
vorausgesetzt. Die Endwerte von // und seinen Ableitungen nach x für 
.T = a und b brauchen dementsprechend bei dem Übergange zu den Nachbar- 
kurven nicht konstant zu bleiben. 

(In Abh. Bd. 125, S. 11 d. J. ist ^^^ W{z), ^^^- V^iC^i^Ousw. an 

Stelle von ^ ^^(j), ^ ^i(^i'0 ^^ setzen, da der Koeffizient der höchsten 
Ableitung gleich 1 werden soll; ebenso in Abh. Bd. 128, S. 36 (13.) d. J.) 



Zur Verallgemeinerung der Angaben in Abhandlung Bd. 125 Nr. 5 
dieses Journals, die sich auf die isometrischen Aufgaben beziehen, dienen 
dieselben Betrachtungen wie in der vorigen Nummer. 

Es kann dort in y-^ez an Stelle von z auch der Ausdruck Nr. 1 (2.) 
gesetzt werden, worin Z der Ausdruck Nr. 1 (3.) wird. Dabei ist die 
Funktion (x — ay (x^by h(x) diejenige, welche in Abhandlung Bd. 125 
Nr. 5 (3.) dieses Journals angegeben ist. 



Beispiele. 

Die in Abhandlung Bd. 125 Nr. 6 und 7 dieses Journals angegebenen 
Beispiele, abgesehen von dem Falle der Brachistochrone, gestatten die in den 
vorigen Nummern besprochenen Abänderungen bei den Nachbarkurven oder 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 2. 20 
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pereu Ableitungen. Bei der Brachistochrone sind jedoch die a. a. 0. an- 
gegebenen Stetigkeitsbedingungen festzuhalten. 

Bei den hier folgenden Beispielen werden die Bezeichnungen aus 
Abhandlung Bd. 125 dieses Journals angewandt. 



3. 

I. Kurve mit kleinstem Trägheitsmoment in bezug auf einen 
Punkt. 

Bei Anwendung von Polarkoordinateu r, Ö, wo r der Abstand des 

dr 

Punktes von dem Kurvenpunkte ist, ^— -=;-^*\ ö„<:ö, gesetzt wird, erhält 
man da8 Trägheitsmoment durch das Integral 

(1.) y*V']V + r^»>'W/ö 

ausgedrückt, abgesehen von einem konstanten Faktor. 



Die Differentialgleichung 

(3.) /•'(,) _/'^;-(,o.)^0 

hat zum ersten Integral 

(4.) /•_/•'(,.(!)) ;.0)_e, 

also 

(5.) r* = cl/r' + r^"^>^ 

Hieraus 

('S-) 0")'= ;■:-'■■. 



y;:' 4 r(')I ' ' ^ ^ ]/,.' + r(')2 • 



(7.) ö-ö.,= /' ^^'' 



*'.. 

.,.6 



Die Konstante c (5.) ist positiv. \ — 1 ist positiv (6.) und soll größer als 
Null sein, ebenso sei /'>0. Wenn alsdann r von r„ bis r, sich ändert, so 
soll 9 in (7.) von Öy bis Öi wachsen. 9 ist in einem Gebiete der komplexen 
Variablen r, welches die Strecke ?•„ bis f\ im Innern enthält, eine einwertige 
und stetige analytische Funktion von r; , verschwindet dort nicht. Daher 
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ist die umgekehrte Funktion /* in einem Streifen der komplexen Variablen 0^ 
welcher die Strecke Öo bis Öj im Innern enthält, eine einwertige und stetige 
analytische Funktion von ö, für reelle 6 reell. 



(8.) 



ör(ÖÖ7<Ö (]/,.» 4.,. (1)2)^ • 



Die in Abhandlung Bd. 125 S. 10 (Bd. 128 S. 37) dieses Journals in bezug 
auf die Funktion r und die Ausdrücke (2.) und (8.) gemachte Voraussetzung 
ist erfüllt; ^-(i)i7.(i) ist positiv. Also ist ein Minimum vorhanden. 

II. Rotationsfläche mit geringstem Widerstände des Mediums 
bei Bewegung parallel der Rotationsachse. 

Die Rotationsachse sei die .r-Achse in einem rechtwinkligen Koordi- 
natensystem, die Ordinate 1/ der Meridiankurve positiv, mit x wachsend, die 
konkave Seite der Kurve sei der .r-Achse zugeneigt; tp sei der Winkel, 
welchen die nach innen gerichtete Normale auf dem Flächenelement Js^ 
mit der Richtung der positiven ^r-Achse bildet. Die Richtung der Bewegung 
sei die der negativen .r-Achse, r die Geschwindigkeit; für den Widerstand 
des Mediums senkrecht gegen das Flächenelement /ts gilt der Ausdruck 
k(v co^qifJs, wo k eine Konstante. 

Die Komponente dieses Widerstandes parallel der .r- Achse ist 
k(v coBipyJscoB (p. Die Komponenten senkrecht auf der Rotationsachse 
heben sich weg. Bei der Reduktion der Komponenten parallel der Rotations- 
achse auf einen Punkt dieser Achse kommt ein resultierendes Kräftepaar 
nicht vor und es bleibt als resultierende Kraft kt^^ ^eoB^^(p/fs ausgedehnt 

du 

über die Rotationsfläche, cotang <p = /^ ist positiv, ebenso 

-j^ ist negativ. Die Resultante des Widerstandes gegen die Rotationsfläche 
von x==a bis ö, a<Ä, wird abgesehen von dem konstanten Faktor k27iv^ 
ausgedrückt durch 

20* 
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(10.) f'^^ä.. 

.1 >+(g) 

n 



1)2 



C^iO /-'i:fyw^ I W-i^y(i)2? / vj )-uy (1+^02) 

Die Differentialgleichung 

(Ix 



(12.) nv)-ir(y''')=o 



hat zum ersten Integral 

(13.) /•-/■' OD .'/'*- -2^, 

woraus 

(14.) .-(lir-'"- 

Hieraus, wenn y*^ = u gesetzt wird, 

(15.) ,= fäy_ fl c/,^,,^ /•(! + «') («'.-3) ^,, 

/••CN /■)! - 31 , (, ,1,311,, 

Die Konstante c (14.) ist positiv, die Konstante d wird durch Verschiebung 
des Ursprungs des Koordinatensystems in der .r-Achse gleich Null. Aus 

(17.) <i.r^^(l+«')(«'-3) 

folgt, da t"= rv gemäß der Voraussetzung negativ ist, 

(18.) 0<//<V3. 

Die Variable u soll von //„ bis n^ in dem Intervalle (18.) abnehmen, 
r ist eine beliebige positive Konstante. Mit abnehmendem u wächst x (16.), 
(17.). Dem Werte w« entspricht .r = a in (16.), wo c' = ist, dem Werte n^ 
entspricht .r=i. In einem Gebiet der komplexen Variablen ^^ welches 

die Strecke ^/o bis u^ im Innern enthält, ist x eine einwertige und stetige 

dx 
analvtische Funktion von u: .- von Null verschieden. Daher ist die um- 

du 

gekehrte Funktion u in einem Streifen der komplexen Variablen .r, welcher 
die Strecke x von a bis h im Innern enthält, eine einwertige und stetige 
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analytische Fauktion von x. Ebenso ist // (14.) für y^^^^^ic. in diesem 
Streifen eine solche Funktion von x, für reelle r reell. / = ff (14.), (15.). 

^ '^ = ^ ist in dem Intervalle von u (18.) negativ. 

Die Voraussetzung aus Abhandlung Bd. 125 S. 10 (Bd. 128 S. 37) dieses 
Journals in bezug auf die Funktion y und die Ausdrücke (11.) und (19.) 
ist erfüllt; ^ ^^^ ' ^^y ist positiv. Es besteht ein Minimum. 

IIL Kleinste Fläche zwischen Kurve, Evolute und zwei 
Normalen. 

Der Flächeninhalt wird, wenn s die Bogenlänge, r der Radius des 
Krümmungskreises der Kurve ist, durch 

(20.) .J/Vrf. 

ausgedrückt und in rechtwinkligen Koordinaten von x = a bis b, a<ib, 
abgesehen von dem Faktor ^ durch 

2x2 



(21.) I ^7 Ar 



die' 



wenn . '^j von x = « bis 6 positiv ist, also die Kurve, deren Ordinate y positiv 
ist, die konvexe Seite der .r-Achse zukehrt 



(22.) 



f=^^, r«=o, r(../")=™=-^-', 



r&'«)=-<'tr' 



Die Differentialgleichung 

(23.) f (ji) - j^ r on + Z. r on = o 



hat, da f(j/) = ist, zum ersten Integrale 

d 
da: 



(24.) • /'Ö/'")-j';/'(y^^O = ^., 
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woraus 



daher 



(26.) <'^;^,"''" = ;'r+c-„ 



hieraas, i/^^ = h gesetzt, 



(27.) (l + ity = {%u + c,) 



du 
dx' 



(28.) 



Mo 

(29.) y = y ».^^ rf» = / ^j - ^-,y,- du + c,. 

Ci und Ca sind reelle Konstanten. Da ^- = ^4 positiv ist, so ist %u + C2 
(27.) positiv. 

Die reelle Variable n soll von Uq bis u^ wachsen in einem Inter- 
valle, wo o ^ + C2>>0 ist. C3 = a, für u = u^ sei a; = ö. Die Konstante c* 
ist positiv und derart, daß für u von //„ bis t^i 2/ > bleibt, x ist in einem 
Gebiete der komplexen Variablen u, welches die Strecke u^ bis iii im 
Innern enthält, eine einwertige und stetige analytische Funktion von u; ^ 
von Null verschieden. Daher ist in einem Streifen der komplexen Variablen x^ 
welcher die Strecke von a bis h im Innern enthält, u eine einwertige und 
stetige analytische Funktion von x. Ebenso ist y in diesem Streifen eine 
solche Funktion von x, flir reelle x reell. .^ = ?^ (28.), (29.), jK — -^ ist 
positiv. 

_ö' / _ _ _ 4y ») (1 +y^*^') oV __ 2 (l+y O)^ 



(30.) 



Die Voraussetzung aus Abhandlung Bd. 125 S. 10 (Bd. 128 S. 37) dieses 
Journals in bezng auf die Funktion y und die Ausdrücke (22.), (30.) ist 
erfüllt; ^ -^jL ^^^ ist positiv. Es ist ein Minimum vorhanden. 
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Isometrische Bnspieh\ 

Es werden die Bezeichnungen aus Abhandlung Bd. 125 Nr. 4 dieses 
Jourrials angewandt. 

4. 

I. Kürzeste Verbindungslinie zweier Punkte bei Abgrenzung 
einer ebenen Fläche von gegebenem Inhalt. 

In rechtwinkligen Koordinaten sei die Ordinate einer gegebenen Kurve 
durch cp (.r) bezeichnet. Die Bogenlänge der gesuchten Kurve, deren Ordinate // 
ist, wird für x von a bis 6, ci<Zbj durch 



(!■) /V'+(|P'"-^ 



gegeben. Der Inhalt der ebenen Fläche zwischen der Kurve 75 (.r), der 
Anfangs- und Endordinate und der gesuchten Kurve y, die durch die gegebenen 
Endpunkte x = a, y = cc und x = b, y = ß geht, wird durch 

(2.) f\y-cp(x))<Jx 

a 

ausgedrückt, wobei y - (p (x) als positiv vorausgesetzt ist. 

(3.) /=i/i+F>s ro/)=o, /■'o/'o=^-^^,„ 

(4.) F=y-ip{x\ F'(y)^l, F'{y^^^) = 0. 

Die Differentialgleichung 

(5.) Q'-cS^O, 

nämlich 

(6.) /"(jj)-irQn-c\F'(y)-iF'Qn\-o, 



ist 



(7.) -'^ .^!"_.-c-^0 



und ergibt 



(8.) 7:^ =-c(x-^). 
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Hieraus 

(9.) f^= ^P'^-B -, 7f = -V 

Daher 

(11.) ^,^^gy + Q^^ny^lf. 

Es soll Jf — (;i — 5)^ > bleiben, also der Mittelpunkt f , /y des Kreises 
(11.) durch die Endpunkte x = a, y = a und x = bj y = ß soll außerhalb de» 
Streifens liegen, welcher von den Geraden durch die Endpunkte parallel 
der .T-Achse begrenzt wird. Dann soll ein solcher Kreisbogen vorhanden sein^ 
daB das Integral (2.) den gegebenen Wert erhält y ist in einem Streifen 
der komplexen Variablen x, welcher die Strecke x von a bis b im Innern 
enthält, eine einwertige und stetige analytische Funktion von .r. 

Die Voraussetzung aus Abhandlung Bd. 125 Nr. 4 dieses Journals in bezug 
auf die Funktion y und die Ausdrücke (3.), (4.), (12.) ist erfüllt; Q-(iy{-j{y 
ist positiv. Es besteht ein Minimum. 

II. In einer Vertikalebene gelegene Kurve von gegebener 
Länge mit kleinstem statischem Moment in bezug auf eine Hori- 
zontalebene. 

Das statische Moment einer schweren in der vertikalen xy-Ehene 
gelegenen homogenen starren Kurve in bezug auf die tiefer liegende Hori- 
zontalebene y = wird bei rechtwinkligen Koordinaten, abgesehen von einem 
konstanten Faktor, durch 

(13.) /yi^+i^ff'i-^yL 

a 

ausgedrückt, a<ib. y die Ordinate des Schwerpunktes, L die Kurvenlänge 

(14.) /VlVCf^x. 

Bei dieser Aufgabe sind dieselben Integrale zu behandeln, wie bei der 
geometrischen Aufgabe, die in Abhandlung Bd. 125 Nr. 7 I dieses JouruaU 
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untersucht ist, wobei y positiv ist. Man erhält a. a. O. (9.) die Kettenlinie 

Die Diskussion ist dort angegeben, k kann positiv oder negativ sein. Zwischen 
X = a und b soll die gegebene Länge der Kurve auf der Kettenlinie 

(16.) y= *(.' + -') 

vorhanden sein und dann die Kettenlinie (15.) durch die gegebenen End- 
punkte gehen. 

Bei einer anderen unterhalb der Kurve gelegenen Horizontalebene 
erhält c in der Gleichung (15.) der Kurve einen anderen Wert. Daher hat 
die ursprüngliche Kurve in bezng auf jede solche Horizontalebene dieselbe 
Eigenschaft. 

III. Meridiankurve einer Rotationsfläche kleinsten Ober- 
flächeninhaltes bei einem Rotationskörper, dessen Meridian- 
schnitt gegebenen Inhalt hat 

Die Rotationsachse sei die a:- Achse in rechtwinkligen Koordinaten, 
die Ordinate der gesuchten Kurve y sei positiv. Der Oberflächeninhalt wird 
abgesehen voir dem Faktor 2n durch 

(17.) fyf+(fr^ä. 

n 

ausgedrückt, a<Cb, der Inhalt des Meridianschnittes durch 
(18.) /ydx. 

a 

(19.) /-^yVl+Z'^ r(i/) = yiVy'^, f (<!''') = 7-,f^,^„ 

(20.) F=y, F'(y) = l, i'^'(yt") = 0. 

Die Differentialgleichung 

(21.) Q-cS = 0, 

nämlich 

(22.) f'(y)-ir(:y''')-c\F'{y)-^~F'Qf^')\ =o, 
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hat zum ersten Integral 

(23.) m-f (y >)y'> -c{F{y) - F' 0/'>)y<'>) = k. 

also 



(24.) yyi + yin^-^y'''' .^cy = k. 



oder 



(25.) - -^ =k + cy. 

foa >, „(.)» _ y:^(*+ ^i/)' ^y _ ± y? - (*+ ^:yr 
^^^•^ "-/ ±w^w7yr^<- 

c und A sind reelle Konstanten; ^ + c3/>0 (25.). 

Es soll y>k-^ cy>0 bleiben, wenn // von a bis ß sich ändert, 
dabei x (27.) von a bis 6 wachsen. In einem Gebiete der komplexen 
Variablen y, welches die Strecke a bis ß im Innern enthält, ist x ein- 
wertige und stetige analytische Funktion von 3/, —- von Null verschieden. 
Daher ist umgekehrt y in einem Streifen der komplexen Variablen x^ welcher 
die Strecke a bis b im Innern enthält, eine einwertige und stetige analytische 
Funktion von x^ für reelle x reell. Der Inhalt des Meridianschnittes sei 
alsdann gegeben. 

r98>i ^IL^ci AV_^ .v^_ _ö7__ _y ._. 

Die Voraussetzung aus Abhandlnng Bd. 125 Nr. 4 in bezug auf die Funk- 
tion y und die Ausdrücke (19.), (20.), (28.) ist erfüllt; ^öf^öy ist positiv. 
Es ist ein Minimum vorhanden. 
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Bemerkungen über symmetrische Funktionen. 

Von Herrn C. Koatka in Insterburg. 

Im 93. Bande dieses Journals habe ich von ganzen symmetrischen 
Funktionen der Größen tu...t^ drei Formen 1\K,C in Betracht gezogen, 
die ÜberfUhrang je einer von ihnen in eine der anderen, sowie die dabei 
auftretenden Zahlen untersucht. Mit zwei Arten von Zahlen, die ich hier z 
und X nennen will, kommt man bei allen 6 Aufgaben aus und für jede 
Dimension läßt sich eine Quadrattafel herstellen, leicht zu konstruieren und 
leicht zu kontrollieren, aus der man 4 von jenen 6 Entwicklungen direkt, 
die beiden anderen mit geringer Mühe indirekt entnehmen kann. Neuerdings 
habe ich bemerkt, daß drei andere Funktionsformen 2;, Ä, 0' sich angeben 
lassen, von jenen wesentlich verschieden und doch so eng mit ihnen ver- 
knüpft, daß dieselben beiden Arten von Zahlen und dieselben Tafeln nicht 
nur für jene 6, sondern für die 30 Aufgaben ausreichen, welche durch Zu- 
sammenstellung von je zwei der 6 Formen 2\ K, (\ $, ^, (S zu bilden sind. 
Dies soll hier dargelegt werden. 

Die Bezeichnungen sind dieselben wie in Band 93 dieses Journals. 
T ist der bekannte Typus einer homogenen ganzen symmetrischen Funktion 
der t; K ist irgend ein Produkt der Elementarfunktionen Ci,...c„; C ist eine 
aus den Elementen c aufgebaute Determinante, bei welcher die Indizes der c 
in jeder Spalte um 1 höher sind als in der voraufgehenden Spalte; dabei 
c„= 1, c_;k = c^+A = 0. Die Einzelwerte der 7", K^ C werden in üblicher Weise 
durch Indexreihen unterschieden; doch werde ich die Reihe «oi «n ••• «m-i 
oder 1"*', 2'%... bei T oder K kurz durch («), die ihr konjugierte durch («') 
bezeichnen; ebenso (A) und (A') bei (\ Die Indizes eines C (Diagonalreihe) 
sind stets nach der Größe absteigend geordnet, bei T und K ist die Ordnung 

21* 
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gleichgültig. Von den Indexreiheu der Tafel steht entweder (1) die voran, 
bei der ein höherer Index die frühere Stelle hat, oder (II) die A-te Reihe 
ist der A-ten bei I konjugiert. («)<(/?) sagt, dafi bei 11 («) vor (/?) steht. 
Die Dimensionszahl ist fi. Die Zahl n der t wird zumtclist unbegrenzt, 
mindestens =// angenommen (s. später). Wird C^i^^a,...!^.! ^^^^ Produkten 
der Elemente c entwickelt, so ist )c[l] der Faktor von jf^«^ . „^_j; führt man 
die Entwicklung von (' nach den T aus (vgl. auch Bd. 82, 216 f. dieses 
Journals), so ist t^^5] der Zahlenfaktor von 2'^,,cr,...a,^_j. Zum Vergleich mit 
Band 93 dieses Journals hat man: 

insbesondere ist r,\'l'i?-"'"^= ( , , ). YViX x war in Bd. 93 dieses Journals 



AlA'- 



■—(r?) 



ein besonderes Zeichen nicht eingeführt. 

Wie man vielfach die einfachsten Formen der 2\ d. h. die Potenz- 
summen s, zu Hilfe nimmt, so sollen hier die einfachsten C als Hilfs- 
funktionen benutzt werden. Ich setze 

(1.) <'\ll...= ^V = Cr. 

Diese c werden in der Enzyklopädie Wronskh Aleph-Funktionen genannt.*) 
Für sie kennt man folgende Gleichungen: 

(2.) c, - Cj . c,_i + C2 . c,.2 . . . + ( - 1)'' 6v = , 

(4.) c. = j5T,,„ 

(5.) c. = T(- ir- . ^-;,-^J.' .- , . er er ... C-. 

Dabei ist 



(6.) F(t)= V(-i)*c,.r-*= n\t-t,). 



*=(J A=l 



Bei (4.) und (5.) erstreckt sich die Summe auf alle Glieder vom Gewicht r. 
In (2.) sind / + 1 Glieder, so lange r<^n, dann immer n+1 Glieder, weil 
c„^A = ist. Co ist =Cq=1. 

*) Könnte man sie nicht (mit Rücksicht auf (3.)) ebensogut nach Euler nennen? 
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Die n ersten der Gleichungen (2.) bleiben unverändert, wenn jedes 
C;k mit c^ vertauscht wird. Daraus folgt für r<in 

(7.) ^V = C5u,..=C5,r|, 

wenn C^ eine Determinante ist, die aus den c ebenso sich aufbaut, wie C 
aus den c. Aber es gilt (7.) auch für jedes größere r; doch ist bei dem 
Bau von 0* nicht c,+a=0 zu setzen, sondern nur c_ä = 0, c„=1. In der Tat 
wird auch l^ir+A=0, weil durch Benutzung der ersten n von den Gleichungen 
(2.) alle Elemente der letzten Spalte Null werden. 

Aus (2.) und (7.) kann man folgern: 

(8.) ^Die Größen c,,...c, bilden ein Fundamentalsystem symmetri- 
scher Funktionen der t. Ist die betreffende symmetrische Funktion der t 
ganz und ganzzahlig, so ist auch ihr Ausdruck in den c ganz und ganzzahlig. ^ 

Beiläufig: Die Größen Ci, ... c„«i bilden nicht nur mit c„, sondern 
auch mit €„+,;,, wo m je einen der Werte l,2,...n-l haben kann, Funda- 
mentalsysteme. Dies folgt gleichfalls aus (2.). Ferner: 

(9.) „Ist /eine rationale Funktion und /(c, , ... c„) = y (c^, ... O, so 
ist auch y rational und überdies: /(Cj, ... cj = y (c^, ... c„). Ist /ganz und 
ganzzahlig, so auch (p.^ 

Nun bilden wir nach gleichem Gesetz wie C^i^ aus den c, Deter- 
minanten (5(i) aus den c; nur ist auch hier c„^.a ^^^'^^ =0 zu setzen. Also: 



(10.) ©(i) = liA,i,...Ä,.i = 1^'^ ^i-+-l ••• ^'Ur- 



ih 



WO die A-te Zeile der Determinante aus der hingeschriebenen dadurch ent- 
steht, daß Aa-1 — /^H- 1 an die Stelle von l tritt. Dann gilt der Satz: 

(11.) „Jedes C^* ist gleich demCmit konjugierter Indexreihe: ^^x)^C^xiy^ 
Zum Beweise verwandle ich K ohne Wertänderung in eine Determinante vom 
{K + r)-ten Grade, indem ich k^ Zeilen oben und Ä,j Spalten vorn hinzufüge. 
In den ersten /,, Zeilen steht je eine 1 in der Diagonalreihe, sonst nur Nullen. 
Jede der andern r Zeilen wird durch die c mit aufsteigender Reihe der In- 
dizes ausgefüllt, und zwar stehen in der (Ä,j+A)-ten Zeile die Elemente von 
c_i^.Ä+i+A^_^ bis hf,_i^r~h' Hier multipliziere ich die Zeilen ebenso wie die 
Spalten der Reihe nach mit (— 1)", (— ly, ... (— 1)^'*"'^"\ wodurch wieder der 
Wert der Determinante nicht geändert wird. In jeder Zeile wie in jeder 
Spalte folgen jetztjmmer Glieder mit abwechselndem Vorzeichen aufeinander. 
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alle Diagoiialglieder aber sind positiv. Von rechts her beginnend forme 
ich alle Spalten mit Hilfe von (2.) um. Dann stehen in den ersten K\ Zeilen 
nur Elemente c, und zwar in der A-ten Zeile die Kiemente c^^, , c__ä+2? • • • c_;^+r+A^. 
In jeder der letzten r Zeilen hat man einmal 1 oder— 1, dort nämlich, wo 
ursprünglich d, stand, sonst nur Nullen; und zwar steht in der (>l(j + /i)-ten 
Zeile das einzige nicht verschwindende Glied in der (^,— A^-i+'O'^^" ^P*^^® 
und hat den Wert (-l)(^o4Ä.iK(ao-/;,-,+Ä-i)^(^_ ly-Ä-,. Alle Spalten, die in 
ihrem unteren Teile 1 oder — 1 haben, verschiebe ich nach rechts, von 
rechts her beginnend die (A,,— A,,_i + A)-te Spalte an die (^j+/i)-te Stelle 
durch A;,_i Vertauschungen. Die neue Determinante vom Wert (— 1)^^'(5 
hat nun links unten in Aj Spalten und r Zeilen nur Nullen. Sie zerfällt 
also in das Produkt einer Determinante der c vom Grad i„ und einer anderen 
Determinante vom Grade r, deren Wert sich auf das Produkt der Diago- 
nalglieder reduziert, d. h. auf (— 1)^+^»+ •+^r-i. Jene Determinante der c 
lese man umgekehrt, die letzte Spalte als erste Zeile, die letzte Zeile als 
erste Spalte; dann erkennt mau, daß sie nichts anderes ist als C^^o* ^^ ^^^ 
also in der Tat ^^^ = 0^1,^ 

Jedes (i. ist nach den Produkten Ä der c ebenso zu entwickeln wie 
C nach den K\ infolge des Satzes (11.) ist L\x) durch die ^ ebenso aus- 
zudrücken wie C(xo durch die K. Setzt man noch 

(12.) 5(t)=5''(-l)Nvt"-*='F(t-tO 

«=11 Ä=l 

und bildet die Funktionstypen % aus ti, ... t„, so ist der Zusammenhang 
zwischen © und % derselbe wie zwischen (- und T\ also entwickelt sich 
L\xi^ nach den % genau so wie (\x) nach den 1\ Zwischen der Aufgabe 
Ty C und der umgekehrten C. T kann der Übergang (nach Bd. 93 dieses 
Journals) durch Auflösung eines Systems linearer Gleichungen vermittelt 
werden, ebenso zwischen K, C und C, K. In gleicher Art^ hängt also 2;, (5 
mit &^X und ^, S mit @^, ^ zusammen. Mithin ist es klar, daß aus den 
Tafeln des Bandes 93 dieses Journals nicht nur der Zusammenhang zwischen 
C und 2' oder K, sondern auch zwischen C und % oder Ä und ebenso der 
zwischen (5 und K, T, Ä, % direkt abgelesen werden kann. 

Bei jenen Tafeln waren zur Bezeichnung der Zeilen links die Index- 
reihen der (* so anzuordnen, daß diejenige Indexreihe voranzustellen ist, 
bei welcher ein höherer Index eine frühere Stelle einnimmt. Steht links C\x)j 
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80 rechts (\if). Oben und unten zur Bezeichnung der Spalten folgen die 
Indexreihen der T oder K ebenso von links nach rechts aufeinander wie 
rechts von oben nach unten. Dann ist gezeigt worden, daß r[J5^ = ;f{j;)=l, 
ferner daß t[J)^ unbedingt Null ist, wenn («')>(^')' ^^^ ^^^ ^c?') ^^^^ s*®*® 
verschwindet, wenn («')<(^) ^®*- Bezeichnen wir nun für einen Augen- 
blick bei irgend einer Dimension die Ä-te Indexreihe auf der linken Seite 
mit (A), so haben jene Tafeln das typische Aussehen: 





Ä(,., 


SC(2/) 


Ä(3') 


iff(V) ... 






T 


T 


T 


T 




<^0) 


1 


y(2') 


y-^'l 




^0') 




Tft" 


1 


y.$] 


T^2f) ... 


^ (2') 


^3) 


r^? 


«.C2') 
^(3) 


1 


^(30 ••• 


'- (3') 


^•(4, 


• 
• 




• 
• 


1 ... 


• 




^00 


A(2r) 


-'^(S') 


AV).-. 






^(10 


^(.') 


2^(3') 


X(4r) ... 





Für die Bezeichnung der Zeilen und Spalten gehören immer zusammen links 
und oben, rechts und unten. Kommen T oder K in Betracht, so sind aus 
der Zeile oder Spalte, in welcher die gesuchte Funktion steht, die Zahlen 
von der 1 der Diagonale an nach der gesuchten Funktion hin zu ent- 
nehmen, bei % oder ^ ist von der 1 der Diagonale nach der entgegen- 
gesetzten Richtung zu gehen. Nach der gewöhnlichen Bezeichnung der 
Indexreihen könnte man auch die Formeln aufstellen: 



(II«.) C^, = 2^^.K,^,', 



(P.) 1\^, = 2^^,.C,.,. 



a) 



(a) 



(IIP.) (;„ = Jf;.[j?,.Ä(„,; 



(«) 



(IP.) Ä;., = |T^?/,.Ca,. 
(IIP.) Ä(«, = -£r|tC^(A). 



(A) 



(IV\) C,,, = £r.^]y%,„,', (m) %,^,=£^$,.C,,y 

Die Summen sind über alle Reihen (l) oder (a) von der bestimmten 
Dimension auszudehnen; von selbst fallen die unnötigen Glieder durch 
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Verschwinden des Zahlenfaktors fort. Durch Kombination folgen hieraas 
die Lösungsformelu der Aufgaben 7'Ä'; 7'Ä; T%; KT; Ä'Ä; K%', z. B. 

7;., = |[|(;4JJ.r[i^0]-2:(^ = ,f(^^[?)^.>^|f)0-Äc«- 

Ferner hat man durch Vertauschung der deutschen und der lateinischen Buch- 
staben die Lösung von weiteren 14 Aufgaben. Nimmt man die Beziehung 
zwischen C und fö (nach (11.)) binzu, so sind alle 30 Aufgaben erledigt. 
Es seien noch die zur Kontrolle der Tafeln wichtigen oder auch zur 
Rechnung verwertbaren Gleichungen hervorgehoben: 

(13.) (?'<^'-^»Vo, wenn(«) + (/i). 

(13.) (^ '^^>-^<^> 1 = 0, wenn ((,) + (r). 

1 = 1 wenn (l) eine Zahl u ist: 
(«) ^ ^ ) = , wenn (/) aus mindestens 2 Zahlen besteht. 

Die bisherigen Darlegungen gelten zunächst für den Fall, daJB die Anzahl n 
der t nicht kleiner ist, als die Dimensionszahl /i. Wenn diese Annahme 
nicht zutrifft, so wird in den Beziehungen der C, T, K zueinander nichts 
geändert; wird ^„ = 0, so verschwindet c„, jedes T, dessen Zahl der Indizes, 
jedes K oder C, dessen höchster Index >n ist. Bezeichnet man durch 



(14.) 6 



Zo^I ... ^T—X 



diejenige Determinante, welche aus ^k^i,.„i^_^ dadurch entsteht, daß an Stelle 
von c^^A Null gesetzt wird, so sind die Beziehungen zwischen ^, %^ ^ ohne 
Einschränkung dieselben wie die zwischen (/, 7", K. Setzt man weiter 



(7\) Cr = ^ 



1^1 



SO stimmt c^ mit c^ Uberein für r=0, 1, 2, ... ?i: aber es ist nicht c„+a = 0- 
Bedeutet ferner (\i) die Determinante, welche aus den c sich aufbaut wie 
(5(;i) aus den c (vgl. (10.)), so hat man: 



(UV) (5(,, = A 



a') * 
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Mau setze also in jenen Tafeln, falls es sich um % oder ^ handelt, c„^ä = 
und statt l\i) entweder i\x) oder t\;,); dann sind sie ohne Einschränkung für 
jedes n richtig. 

DaU immerhin der Unterschied zwischen ® und S, der für die Tafeln 
von geringerer Bedeutung ist, recht wesentlich werden kann, dafür ein Bei- 
spiel. Die Geminante der Gleichung ^(^ = 0, deren Verschwinden die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist, daß entgegengesetzt gleiche 
Wurzeln dieser Gleichung vorhanden sind, hat den Wert:*) 

Dagegen hat die Geminante von f5(t) = den Wert: 

y (t/i + t^) = y^r,-\ n-2,...2. 1 ^= ^«-l.«-2.... 2,1 • 

Ä, X 

Der im Eingang erwähnte Beweis ist geliefert, der Geltungsbereich der 
Tafeln und Zahlen, die ich in Bd. 93 dieses Journals besprochen habe, 
erheblich erweitert. Zum Schluß seien noch wenige Bemerkungen über die 
Funktionen F(J) und 5(0 hinzugefügt. 

Der Gleichung F(x)=Q wird hier die andere ^Qc)-=Q zugeordnet, 
indem aus den Koeffizienten von F diejenigen von g durch (1.) zu berechnen 
sind. Geht man von % aus, so gelangt man wieder zu F infolge von (?•). 
2. B. sindar^-2.r*+a.'^-3a''-4.r+5 = und .r^-2.r* + 3x^-7a:'+21.r-47=0 
in diesem Sinne einander gegenseitig zugeordnet. Eine Gleichung kann 
sich selbst zugeordnet sein. Dabei dürfen die Größen c^a-i beliebig gewählt 
werden, die anderen c sind aber zu bestimmen durch die Gleichungen: 

Z. B. ist .i'*+2^^t'^+2a-\r' + 2/>.i + 4^^6-2a'=:0 sich selbst zugeordnet. Be- 
deuten .v^ und i^ die Potenz^ummen der Wurzeln von F(x) — und 5('^*) = 0, 
so bestehen die Gleichungen: 

(15.) s^={-iy-\i^ für // = 1,2,...M. 

Sie sind charakteristisch, d. h. sie bestehen, wenn % in der angenommenen 
Art aus F abgeleitet ist, und andererseits kann, wenn (15.) vorausgesetzt 
wird, nur ^{x)=0 solche Wurzeln t, ,...t„ haben, deren Potenzsummen i^ 

♦) Vgl. dieses Journal Bd. -Sl, S. 287. 
Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 2. 22 
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durch (15.) mit s^ zasammenbängen. Der Beweis von (15.) kann so geführt 
werden: Aus der Regel Bd. 81 dieses Journals S. 284 folgt: 

(16.) .^, = C,,-C,,,-. + ('3r-3... + (-.l)--.(;; 

hieraus durch Anwendung von (II.)« 

(l6^) ,^=.cv-c>^^,^,+c5,^_^^,... + (-.i)/-i.g^, 

und daraus ist für jU'^n die Gleichung (15.) abzulesen. 

Ein anderer Beweis von (15.) wäre der folgende. Für ein beliebiges, 
aber hinreichend kleines x kann aus (2.), (6.) und (12.) gefolgert werden: 

i=(i.(-iy'c,.4(i.c,a-) 

-fl^ (l-^A.iO<l+t.^r) + (i.(-l)*c,a^)(i.^ 

Schafft man das zweite Glied rechts nach der linken Seite, differentiiert dann 
logarithmisch, entwickelt nach aufsteigenden Potenzen von x und vergleicht 
die Koeffizienten von .r, so ergibt sich (15.). 

Aus (16\) lafit sich, indem man jede Determinante nach den Ele* 
menten der ersten Zeile entwickelt, Crocchm Formel (Enzykl. I, S. 465) un- 
mittelbar entnehmen. Auch Mac Mahom Formel (Enzykl. I, S. 459)*) läfit 
sich ohne Schwierigkeit nach meiner Methode beweisen. Doch fehlt hier 
für weitere Ausführungen der Raum. 



*) Die vierte auf jener Seite, die dritte ist unrichtig. 
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Für die vorliegende neue Aullaere wurde der J. (allgremeinei Teil von Prof. Bückin^ 
verfaßt, welcher auch die bei^eirebene li^eologische Karte zusammenstellte. Die Bearbeitung 

»des II. (npeziellen) Teils habe ich übernommen, wobei ich Herrn Prof. Bücking für vielfache i 
freundliche Mitwirkung zu großem Danke ver]>fli<'htet bin. Al 

Es handelte sich bei der Neubearbeitung im wesentlichen darum, das von v. De eben \i 
gesammelte Material nach dem heutigen Stande unserer Kenntnis zu ergänzen, das Ganze 
möglichst übersichtlich zu gruppieren und das Buch durch llinzufügung eines ausführlichen 
Registers leichter benutzbar zu machen, als es bisher der Fall war. Da der Umfang des 
ganzen Werkes nicht wesentlich vergrößert werden durfte, wurde durch Weglassung des topo- 
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erhalten. Sehr viele derselben haben Berichtigungen erfahren, aber es war mir trotz aller 
Mühe nicht möglich, alle zu kontrollieren. In der Erwägung, daß v. Dcchen sehr vieles 
aus eigener Anschauung kannte und zahlreiche sachverständige Mitarbeiter hatte, habe ich 
solche Angaben, über welche ich in der mir erreichbaren Literatur nichtig finden konnte, 
unverändert beibehalten. 
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Über zyklische Zahlkörper. 

Von Herrn H, Weber in Straßbarg. 

Vorbemerkungen. 

JJas Stadiam der schönen Arbeit von Mertens über zyklische Gleichun- 
gen hat mich daraof geführt, meine alten Untersuchungen über diesen Gegen- 
stand wieder vorzunehmen.*) Es handelte sich damals und jetzt in erster 
Linie um den Beweis des Kroneckerschen Satzes, daß alle Abekchen Zahl- 
körper Kreisteilungskörper sind. Ich ging damals direkt auf die Zerlegung 
der letzten Resolventen in ihre Primfaktoren und ihre Darstellung, durch 
Kreisteilungszahleu aus, während Hubert und Mertens die vollständige In- 
duktion anwenden und so die Frage durch verschiedene Zwischenbetrach- 
tungen auf den Fall zurückfahren, daß der Grad des zyklischen Körpers 
eine Primzahl ist 

Hubert stützt sich dabei einerseits auf den Satz von Minkowski^ daß 
es aui^er dem rationalen keine algebraischen Körper mit der Diskriminante + 1 
gibt, andererseits auf die von ihm selbst entdeckten Sätze über die zu einem 
Primideal gehörigen Teilkörper. 

Mertens schlägt denselben Weg ein, den ich damals gegangen bin, 
der mich aber nur für den Fall eines ungeraden Primzahlgrades zum Ziele 
geführt hat. Ist der Grad des Körpers eine Potenz von 2, so bot sich mir 
eine Schwierigkeit, die ich nur durch die Untersuchung der Klassenzahl in 
den Kreisteilungskörpern aus Einheitswurzeln, deren Grad eine Potenz von 2 
ist, überwinden konnte. 

*) Acta Mathematica Bd. 8 (1886) und in beiden Auflagen meiner Algebra 

(BrauDschweig 1895, 1899). Ich zitiere in der Folge die zweite Auflage dieses Werkes 

einfach mit ,,Algebra^. Huberts Untersuchung findet sich in dem IV. Jahresbericht der 

deutschen Mathematiker- Vereinigung (1894/95)^ Mertens Arbeit in Bd. 131 dieses Journals. 

Journal für Mathematik Bd. 132. Ueft 3. 23 
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Diese Untersuchung hat zwar das an sich interessante Resultat ergeben, 
daJB die Klassenzahl in diesen Körpern immer ungerade ist; der Weg dazu 
ist aber nicht nur außerordentlich weit und schwierig, sondern er hat noch 
den (Jbelstand, daß er auf den Fall eines ungeraden Grades nicht allgemein 
anwendbar ist, weil es nach den Untersuchungen von Krimmer in der Tat 
Kreisteilungskörper gibt, in denen die Klassenzahl durch den Grad der Ein- 
heitswurzel teilbar ist. 

In der folgenden Arbeit habe ich nun versucht, diese Schwierigkeit 
zu besiegen, indem ich mich wie Hubert und Mertens der vollständigen In- 
duktion bediene, übrigens aus der Theorie der algebraischen Zahlen und 
der 6a/o«^schen Theorie nur die einfacheren Sätze voraussetze. Auch der 
Satz von Minkoicski wird nicht gebraucht — er kann im Gegenteil für den 
vorliegenden besonderen Fall auf diesem Wege bewiesen werden — . So 
hoffe ich, daß es mir gelungen ist, die Theorie so zu vereinfachen, daß sie 
sich auch auf höhere Fragen, zunächst auf die Theorie der singulären 
Moduln bei den elliptischen Funktionen anwenden läßt. Indessen kann ich 
zur Zeit hierüber noch nichts Bestimmtes sagen. 

§1. 

Zyklische Systeme und ihre Komposition. 
Unter einem zyklischen System n-ten Grades (oder kurz einem Zyklus) 

in dem der Index r von x^ nach dem Modul n zu nehmen ist, verstehe ich 
ein System von Zahlen a:^, deren zyklische Funktionen rational sind. 

Unter einer zyklischen Funktion ist hier eine rationale Funktion 
zu verstehen, die ihren Wert nicht ändert, wenn die x^ zyklisch vertauscht 
werden. 

Da die symmetrischen Funktionen zu den zyklischen gehören, so 
sind die Elemente eines zyklischen Systems jedenfalls algebraische Zahleii. 

Ist 

ein zweites zyklisches System, so kann aus beiden ein drittes 
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abgeleitet werden, indem man 

(1.) z,=^2x,xj,_, 

setzt. Denn die zyklischen Funktionen der z^ können rational durch 
zyklische Funktionen der av und zyklische Funktionen der ij^ ausgedrückt 
werden. Das System Z heißt aus A' und Y komponiert.*) Wir setzen 
symbolisch 

(2.) Z^XY=YX. 

Die Komposition kann beliebig wiederholt werden, und es gilt bei dieser 
Komposition das assoziative und das kommutative Gesetz. Wird ein zykli- 
sches System mehrmals mit sich selbst komponiert, so bezeichnen wir dies 
durch Exponenten, X'\ 

Unter der Determinante \X\ des Systems X verstehen wir die Deter- 
minante 

! -^0 7 ^\^ •••? '^n— I 
»^n »^2 ? • • • 7 *^ 



(3.) j:! = 



! »^'/i-l) «^O^ •••? *^'n— 2 

und aus (1.), (2.) ergibt sich nach dem Multiplikationssatz der Determinanten 

(4.) !Z| = !A! ;r. 

Die Determinante \X läßt sich in lineare Faktoren zerlegen: Be- 
zeichnen wir mit s eine primitive n-te Einheitswurzel und setzen 

(5.) /. (.^ .r^) = .r,, + 1^ x^^^ + 6'^" x^^, + ... + ^^-'^^^r^^,.,, 

so ergibt sich zunächst 

(6.) Z(f^ag = 6-^•'L(6^aO, 

und hieraus folgt, daß 

(7.) L{B,xy und L{fr%x)L{ß,xy, 

und allgemein jedes Produkt 

" -. - . - - - - ^ 

*) Kronecker^ Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1882. 

23* 
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(8.) L(e%xyL(e\xy..., 

cea + fib-] — ^0 (mod m), 

rationale Funktionen von e sind, wenn a^a, ß^h ... ganze rationale Zahlen 
bedeuten^ und durch Multiplikation von |Xi mit der aus den n Zeilen 

gebildeten Determinante ergibt sich 

(9.) \T = L{l,x,)L{s,x,;)L{t\x,)...L{^--\x,:). 

Die Größen L («", x^ heißen die Resolventen des zyklischen Systems X. 

Wenn die Determinante ,X\ von Null verschieden ist, so sind auch 
alle Resolventen von Null verschieden. 

Ist die Determinante jA'l von Null verschieden, so kann man die 
Größen x'^ aus dem System linearer Gleichungen 

^1 4 '{'XiX^^ h ;r„<_i = , 



.r^-.i 4 + ^0 ^1 H h •'^'«-2 •'^Li = 

bestimmen und erhält ein zyklisches System 

A = ^a:„, »Tj , . . . , aj„_, j, 

das, wenn wir das zyklische System (1, 0, 0, ..., 0) mit (1) bezeichnen, der 
Bedingung 

XX'' = {\) 

genügt, und die Determinante von A'"^ ist der reziproke Wert lA',"^ von \X' . 
Wir nennen daher A""' das zu X reziproke System. Aus (2.) folgt dann 

(10.) X^ZY'\ 

Wenn die Determinanten jA und Tl nicht verschwinden, so ver- 
schwindet auch \Z\ nicht und man kann nach (1.) die x^ rational durch die 
z^ und y^ ausdrücken. 

Ein System 
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in dem die Cy beliebige rationale Zahlen sind, gehört nach der Definition zu 
den zyklischen Systemen, Setzen wir 

so folgt, wenn die Determinante C; von Null verschieden ist, 

x=c-'x\ 

und die beiden Systeme X und A'' heißen öqidvalent. 

Alle rationalen Zyklen mit nicht verschwindender Determinante sind 
unter einander und mit (1) äquivalent. Auch ist für jeden Zyklus A" mit 
nicht verschwindender Determinante A"" mit (1) äquivalent. 

Sind die sämtlichen x^ eines zyklischen Systems X einander gleich, 
so sind sie rational und \X- ist gleich Null. Es können aber auch bei 
nicht verschwindender Determinante mehrere unter den x^ einander gleich 
sein. In dieser Beziehung gilt aber der Satz: 

Jedes zyklische System mit nicht verschwindender Determinante ist mit 
einem System äquivalent, in dem alle Elemente von einander verschieden sind. 

Setzen wir nämlich 

i 

Xy = ^ Ci Xy^l , 

80 folgt 

und wenn die x^ nicht alle einander gleich sind, so kann keine dieser Summen 
identisch in bezug auf c, verschwinden. Man kann daher für die c, solche 
rationalen Zahlen setzen, daß keine dieser Summen Null wird und daß zu- 
gleich keine der Resolventen L («", c^) verschwindet. 

In der Folge werden wir nur solche zyklischen Systeme betrachten, 
deren Grad eine Potenz einer Primzahl l ist, und demnach 

(11.) n = l^ 

setzen. 

§2. 
Zyklische Gleichtingen. 
Verstehen wir unter einer zyklischen Gleichung n-ten Grades eine 
Gleichung, deren Wurzeln .r,,, x^^ ..., er,-i in der Beziehung zu einander stehen, 
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daß jede von ihnen dieselbe rationale Funktion der vorhergehenden ist, 

(1.) ^r,^, = öOr,), 

so bilden diese Wurzeln immer ein zyklisches System. Das umgekehrte, 
nämlich, daß die Elemente eines zyklischen Systems X Wurzeln einer 
zyklischen Gleichung »ind, findet aber nur dann allgemein statt, wenn die 
Elemente x^ von einander verschieden sind. Denn es ist 

(2.) fix) = {x - .ro) {x-x,)... {x - .r,_i) 

eine ganze Funktion der Variablen x mit rationalen Koeffizienten, und wenn 
die f{x,) nicht verschwinden, so hat auch 

\a; Xy) j \Xy) 

rationale Koeffizienten. Setzt man darin .r = av, so folgt die Gleichung (!.)• 
Ist f{x) reduzibel (im absoluten Rationalitätsbereich), so zerfällt es in Fak- 
toren, deren Grade alle gleich einem und demselben Teiler von n sind, 
und deren Wurzeln zyklische Systeme niedrigeren Grades bilden. 

Denn ist ^(.r) ein irreduzibler Faktor von f{x) vom Grade n{^ der die 
Wurzel o;,, hat, und ist x^ die in dem Zyklus X zunächst auf a?,, folgende 
Wurzel von f^ix)^ so sind auch x^^^ ^h„n' *" Wurzeln von ^(^'); denn die 
Gleichung ^(ö'"(.^•)) = hat wegen der vorausgesetzten Irreduzibilität von 
f\i(x) auch .r,„ zur Wurzel; also ist X2,^ = 0"'(x„,) auch Wurzel von fo(x) usf. 
und hierin sind alle Wurzeln von ^(x) enthalten. Daraus ergibt sich, daß m 
ein Teiler von 7i und mn^=:n sein muß. Setzen wir also 

SO haben alle diese Funktionen rationale Koeffizienten und es ist 

Die Systeme 

sind zyklisch vom Grade n^. 

Ist f(x) irreduzibel und A>>2, so kann es nicht durch Adjunktion 

einer A-ten Einheitswurzel « reduzibel werden. Denn a genügt einer irre- 

duziblen Gleichung (/ — l)-ten Grades. Ist daher das irreduzible f(x) durch 
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das in « irreduzible f{x^a) teilbar, so ist es auch durch /(»r,«") teilbar, 
worin y=l,2,...,A— 1 sein kann (wegen der Irreduzibilität der Gleichung 
für a). Die /(.r, «") sind aber alle von einander verschieden; denn wären 
zwei identisch, so wären alle identisch und f(x, a) wäre rational, gegen die 
Voraussetzung. Folglich ist /(.r) teilbar durch das Produkt 

und da dieses Produkt rational ist, so ist es auch durch das irreduzible 
f{x) teilbar. Ist aslo n^ der Grad von fQv^a)^ so ist n = ni(i — 1). Ist 
i>2, so ist das unmöglich, weil n eine Potenz von l und A— 1 durch 
1 nicht teilbar ist. Für / = 2 ist cf = - 1 zu setzen, und die Behauptung 
des Satzes wäre inhaltlos. Es ergibt sich daraus der folgende Satz, auf 
den wir uns im folgenden stützen, und der auch für A = 2 gilt. 

I. Wenn die von Null verschiedene Resolvente L (cc^ x^i) gleich einer 
rationalen Funktion (p («) von ce ist (also für 1 = 2 eine rationale Zahl)j 
so ist f(x) redxizibel. 
Denn es ist 

L(a,x,)=^(p{cc), L{a,x^) = acp(a), 

und demnach ist die Gleichung L(a^x) — (p(a) = zwar für a; = a;ü, nicht 
aber für x = Xi erfüllt. Demnach ist f(x) nach Adjunktion von a und folglich 
auch schon vor dieser Adjunktion reduzibel. 

Ist f(x) irreduzibel, so gibt jede Wurzel oi\i von (2.) Anlaü zu einem 
zyklischen Körper n-ten Grades 3t (^o), der aus dem Inbegriff aller ratio- 
nalen Funktionen von ,r„ besteht.*) Die Körper SW(A(j), 9?Gti), ..., 9l(iWi) sind 
mit einander identisch. Jede Zahl x^i dieses Körpers, die n verschiedene 
konjugierte Werte hat, gibt denselben Körper 9?(cr„). Wenn die Determinante 
des zyklischen Systems A^=(.r,„ .r,, ..., cr„_,) nicht verschwindet, so bilden diese 
Größen eine Basis des Körpers, d. h. man kann jede Zahl desselben linear 
und homogen, mit rationalen Koeffizienten durch die Größen ^j,*^n ...,«^^..l 
ausdrücken. 

*) Ich bezeichne, weDn w allgemein eine algebraische Zahl ist, mit ?lt((o) den 
Inbegriff aller rationalen Funktionen von co, wobei durch das Zeichen 9i angedeutet sein 
soll, daß das Gebiet der rationalen Zahlen als Kation alitätsbereich gilt. Ebenso bedeutet 
9i(ai,€u'...) den Inbegriff der rationalen Funktionen von zwei oder mehreren algebraischen 
Zahlen cu,«)'.... Nach einem Satze voüGalois läßt sich immer eine algebraische Zahl ^ 
80 bestimmen, daß 3fi(a), a)'...) = 9l(^) ist. 
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Wir beweisen, da£ man die Zahl j'u in dem Körper 9i(a:) immer so 
aaswählen kann, daß X von Null verschieden ist. (Algebra Bd. II, § 209.) 
Sei also 
(3-) Wo, a>i,...,cü„_, 

irgend eine Basis von M(x) und 

für ^ = 0, 1, ...,7i — 1 die konjugierten Werte. Dann ist die Determinante 
-^±^0,0^1,1 ••• ^/,^i,n-M deren Quadrat die Diskriminante der Basis (3.) ist, 
von Null verschieden und die n linearen Gleichungen 

//(^^ O;,. „) = (.•=(M,...,n-l) 

können für kein v alle zugleich bestehen. Setzen wir also 

,r. = Co «^.,. .• + Ci v}yi + ... + c\^^ ">«-i, .-, 
so ist 

L (fc", X,;) = Co L (jb% Wo. u) + c, L (t\ Wj^ o) + ••• + <:*„-! /> (*% «>«-i Jo) 

und man kann über die c als rationale Zahlen so verfügen, daß von diesen 
n Ausdrücken keiner verschwindet. Es ist also auch die Determinante \X\, 
die gleich dem Produkt dieser Größen ist, von Null verschieden. 

§3. 

Xormalkörper. 

In jedem algebraischen Zahlkörper /2, dessen Grad mit m bezeichnet 
sei, gibt es primitive Zahlen^ d. h. solche Zahlen, deren konjugierte Werte 
alle von einander verschieden sind, und durch eine primitive Zahl x sind 
alle Zahlen des Körpers i2 rational ausdrückbar. i2 kann daher auch mit 
9i(.r) bezeichnet werden. Sind die konjugierten Körper 91 (.rj), SRC.rj),..., 9fi(ci'„) 
alle mit einander identisch, so heißt 11 ein Normalkörper^ oder auch ein 
öa/o2>scher Körper. In einem solchen Körper können die Zahlen .r,, a*2, ..., x^ 
alle rational durch eine von ihnen, .r, ausgedrückt werden: 

x, = öl (x) , j:, = ö, {x) , . . . , x,„ = e,„ (.r) , 

und jede Zahl des Körpers geht durch jede der m Substitutionen 

(1.) cp, = (.r, x,), (p2 = (x, X.,), .. ., (p„, = (x, «O 



Weber y über zyklische Zahlkörper, 175 

in eine bestimmte Zahl desselben Körpers über. Es entstehen so die eben- 
falls mit ip zn bezeichnenden Körperpermtitationen. Diese Permutationen 
bilden eine Gruppe, die wir mit ^ bezeichnen und die Gruppe des Körpers £2 
nennen. 

Ist CO irgend eine Zahl in i2, so sei mit u)\(p die Zahl bezeichnet, 
die aus co durch die Permutation (p hervorgeht. 

Hat die Gruppe 4> einen Teiler </>' vom iGrade v, so ist v ein Teiler 
von m, und es sei m = yf^. Die Gruppe * läßt sich so in Nebengruppen 
zerlegen : 

(2.) * = *>, + c/>V, + ... + *>^. 

Man kann immer eine zu *' gehörige Zahl ^ in 12 bestimmen, d. h. 
eine Zahl, die durch die Permutationen von *' ungeändert bleibt, aber durch 
die/t Nebengruppen (2.) in.a verschiedeiiekonjwgieTte Werte ^i,...,|^ übergeht. 
Diese Zahl | bestimmt einen algebraischen Körper 9fi($') vom Grade //. Die 
konjugierten Körper 9?(^0 erhält man aus den Gruppen (pf^^Vo und9fi(|) 
ist also dann und nur dann ein Normalkörper, wenn *'=yr^*'y. ist, d. h. 
wenn *' ein Normalteiler von * ist. Der Körper 91 (|) heißt der zu 4>' 
gehörige Teilkörpei' von 91 (.r). Seine Gruppe besteht aus den u Permu- 
tationen (1,^/), wenn |. = ?|</?; ist. 

Aus zwei Körpern 9t (^), 9i(i/) kann man einen dritten Körper 91(^,2/) 
zusammensetzen, dessen konjugierte Körper unter den 9l(a;,, i/^) enthalten 
sind. Ist z eine Primitivzahl des Körpers 91 (.r, ?/), also St^r, ^) = 9l(^), so 
sind X und y rationale Funktionen von z, und wenn 9i(:r), ^^(;y) Normal- 
körper sind, so sind auch a;,, y^, in 9i(^) enthalten. Folglich ist 9t (^) auch 
ein Normalkörper. 



§4. 
Kritisclie Pnmzahlen eines Normalkörpers. 

Eine natürliche Primzahl p wird in einem Normalkörper 12 vom 
?n-ten Grade in folgender Weise in Primfaktoren zerlegt: 
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Hier ist N das Zeichen für die Norm, f heißt der Grad des Primideals p^; 
g will ich das Gewicht von p oder auch von :p, nennen. Die drei ganzen 
Zahlen e, /, g sind Teiler des Körpergrades m. 

Eine Primzahl, deren Gewicht größer als 1 ist, geht, wie Dedekind 
nachgewiesen hat, in der Körperdiskriminante auf, und es gibt folglich nur 
eine endliche Anzahl von Primzahlen, deren Gewicht in £1 größer als 1 ist 
Diese heißen die kntischen Primzahlen des Körpers. Von ihnen gilt der 
von Minkowski bewiesene Satz:*) 

Anßei' dem Körper der rationalen Zahlen gibt es keinen Körper, der 
keine hitischen Primzahlen hat. 

Ist g das Gewicht eines Primideals p, so hat die Gruppe * des 
Körpers £1 einen Teiler X vom Grade g^ dessen Permutationen x för jede 
beliebige ganze Zahl u) des Körpers der Kongruenzbedingung genügen: 

(2.) ü)\x^u) (mod. p). 

Und diese Eigenschaft kommt auch ausschließlich den Permutationen von X 
zu. Die Gruppe X heißt nach Hilbert die Trägheitsgrnppe des Ideals p. 
Daraus ergeben sich folgende Sätze: 

II. Sind ^(x) und di(i/) zwei Normalkörper und p eine Prim- 
zahlj deren Gewichte in diesen beiden Körpern g^ und g2 sind, so ist das 
Gewicht g von pin dem Körper SiOr,//) ein Teiler von gi,g2' 
Es sei p ein Prirafaktor von p in MQvjy) und pi und p, die durch p 
teilbaren Primideale in 9t (r) und ^(y). Die Trägheitsgruppe A von p in 
?H(^, y) ist nach Voraussetzung vom Grade g. Sind nun cp und ip die Per- 
mutationen von 9fl(.r) und SiO/)? ^^ läßt sich jede Permutation von 9i(^,t/) 
zusammensetzen aus einer Permutation (p auf x und einer Permutation ip 
auf 2/ angewandt und kann also mit cpiff oder auch mit yjy bezeichnet werden. 
Ist x^^^^P ^'"^ Permutation der Trägheitsgruppe von p, so ist 
wegen (2.) 

(3.) •'^i/^^^', y\x = lh (mod. p) 

oder was dasselbe ist, 

(4.) x\ip=x (mod. PO yW = y (mod. P2), 

*) Minkowskh dieses Journal Bd. 107. Geometrie der Zahlen, S. 123, 1. Algebra 
Bd. II, § 189. In der Folge wird von diesem Satz kein Gebrauch gemacht. 
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WO x^y zwei beliebige ganze Zahlen der Körper 9i(:r) und ^(y) sind. 
Sind also X^ und X2 die Trägheitsgruppen von :pi und )^2 in ihren Körpern, 
so ist X in der Gruppe A', Aj, deren Grad g^g^ ist, enthalten. Der Grad g 
von X ist also ein Teiler von g^g^^ wie bewiesen werden sollte. 

Als spezielle Folgerung ergibt sich daraus, daß die Primzahl p in 
dem Körper i)t(x,y) nicht kritisch sein kann, wenn sie in keinem der 
Komponenten tRGt:), 9{(y) kritisch ist. 

III. Ei7ie Primzahl, die in einem Körper £1 nicht kritisch ist, kann 
in keinem Teiler S2' von £1 kritisch sein. 

Denn ist p' ein Primideal in £1' und die natürliche Primzahl p durch 
^'^ teilbar, so zerlege man p' in 12 in seine Primfaktoren und nenne einen 
von ihnen p. Es ist dann auch p durch p^ teilbar, und wenn g>\ ist, so 
ist p auch in i2 kritisch. Das Gewicht von p kann in £2 zwar größer aber 
nicht kleiner sein als in i2'.*) 

§5. 

Kritische Pnm zahlen in zyklischen Körpern von Primzahlgr^ad. 

Es sei jetzt 3?(|) ein zyklischer Körper vom Primzahlgrade l und a 
eine imaginäre Ä-te Einheitswurzel. Jede irrationale Zahl § dieses Körpers 
ist dann primitiv und die Resolventen L(cc^ |) sind alle von Null verschieden. 
Denn ist eine von diesen Resolventen =0, so sind sie es wegen der Irre- 
duzibilität der Gleichung für a alle, und § ergibt sich als rationale Zahl. 
Ist nun die von X verschiedene Primzahl p im Körper 9t (|) kritisch und $ 
ein in p aufgehendes Primideal in diesem Körper, so ist 

(1.) p^% 

und die Trägheitsgruppe von ^ ist mit der Gruppe des Körpers ;K(|) 
identisch. Ist | eine ganze Zahl des Körpers 9i(^) und a eine rationale 
ganze Zahl, so ist nach § 4 (2.) 

(2.) ^,, = ^^ = ...=^^^^ = « (mod.^ß), 

und hieraus ergibt sich 

(3.) X(rx,|) = a(l + « + «H- + «'-0 = O (modgj). 



*) Für unseren nächsten Zweck haben nur Normalkörper und ihre Normalteiler 
Interesse. Der letzte Satz gilt aber allgemein für jeden Körper, wenn man unter einer 
kritischen Primzahl eine solche versteht, die durch das Quadrat eines Primideals teilbar 
ist, die also in der Körperdiskriminante aufgeht. 
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Folglich ist L{a^^y durch p teilbar, und diese A — 1 Zahlen (für die ver- 
schiedenen cc) sind durch dieselbe Potenz von p teilbar. Sei dies p\ 

Wenn nun h durch l teilbar ist, etwa A = Am, so ist L(a^S) durch 
p*" teilbar. Man setze noch die rationale Zahl iy(l,|) = Ac mod. jp" und 
endlich 

ll = lc-{-:ka''''L(a% S) (mod. p""). 
Daraus folgt, daß ^^ — c durch p*" teilbar ist und daß also 

gesetzt werden kann, wo ^^ gleichfalls eine ganze Zahl ist. 
Es ist dann aber 

L(ia,0^p-L(aj,), 

und L(a^^[) ist nicht mehr durch $ß teilbar. Damit ist bewiesen: 

IV. Eine von l verschiedene Primzahl p ist nur dann in dem 
Körper ^(ß) kritisch^ wenn die Potenzen L(ol^ tf" durch eine Pote?iz von p 
teilbar sind, deren Exponent nicht durch l teilbar ist. 

Der Satz läßt sich in folgender Weise umkehren: 

V. Ist p eine von l verschiedene Primzahl und :p ein in p auf- 
gehendes Primideal des Körpei^s 9t(«), ist ferner )p^ die höcliste in L(a^ §y 
aufgehende Potenz von p und h nicht durch l teilbar j so ist p in 91 (^) 
kritisch. 

Um dies zu beweisen, bemerken wir, daß p im Körper 9t(a) nicht 
kritisch ist. (Algebra II, § 201.) 

Wir zerlegen p im Körper JH(«, ^) in Primfaktoren und bezeichnen 
einen von ihnen mit n. Es gibt dann einen und nur einen Primfaktor p 
in 9t (a), der durch n teilbar ist. Ist p durch eine höhere Potenz von n 
teilbar, so ist auch j> durch eine höhere Potenz von n teilbar , also p im 
Körper 9{(«, I) kritisch, und es muß daher/) auch im Körper 9t ($) kritisch 
sein (nach Satz II). 

Es sei nun L(a^^) in 9t(a,$) durch ti" und /.(«, |)^ in 9t (a) durch 
p'* teilbar. Es ist alsdann p'^ durch ti"^ teilbar, und wenn p durch n^ teilbar 
ist, so ergibt sich al = hg. Ist also h nicht durch X teilbar, so muß g 
durch X teilbar sein, und mithin ist p kritisch in 9t (I). Die Zahlen a, h^ g 
sind hier immer so groß als möglich angenommen. 

Dies alles gilt sowohl für ein ungerades l als für 1^2. 
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§6. 

Die von l verschiedenen kritischen Primzahlen. 

Wir mttssen nun den besonderen Fall betrachten, daß der Körper 
91 (J) vom Grade l Teilkörper eines zyklischen Körpers 91 (x) vom Grade n 
ist, wenn n eine höhere Potenz von X ist. Hier gilt der Satz: 

VI. Ist 9i(^) ein zyklischer Körper l-ten Grades, der als Teil" 
körper eines zyklischen Körpers n-ten Grades 9t (x) aufgefaßt werden 
kann, und p eine van l verschiedene in 91 (|) kritische Primzahl, so ist 
p^l durch n teilbar. 

Beim Beweis dieses Satzes unterscheiden wir verschiedene Fälle. 

1. Es sei i = 2, n>2 und /) = 1 (mod. 3). Hier ist (L(i,x)y eine 
komplexe Gauß^che ganze Zahl, d. h. eine Zahl in dt (0, und p ist in diesem 
Körper unzerlegbar. Folglich ist L (i, .r)* und L (— i, x)* durch dieselbe 
Potenz von p teilbar. Der Quotient 

ist daher (§ 1, (8.)) gleichfalls eine Zahl in 9t (0, die zwar gebrochen 
sein kann, deren Nenner aber nicht durch p teilbar ist. Es ist also, wenn 
(L(— l,a;))^ durch p teilbar ist, der Zähler dieses Quotienten ebenfalls durch 
p teilbar und (L^—l^xyf muß durch eine Potenz von p mit geradem Expo- 
nenten teilbar sein. Es ist aber L (— 1 , a:) gleich einem X (- 1 , ^) und folglich 
ist nach dem Satz IV die Primzahl p im Körper 9t($) nicht kritisch. 

Dem Beweise in den übrigen Fällen sind folgende Bemerkungen vor- 
auszuschicken: 

Es sei € eine primitive n-te Einheitswurzel und p' ein Primideal in 
StC«), das in der von l verschiedenen Primzahl p aufgeht. Es sei ferner 
p das durch p' teilbare Primideal in 9t (a). 

Das Primideal p' ändert sich nicht durch die Permutation (e , t^) oder 
allgemein («, «''''), wenn v ein beliebiger Exponent ist. (Algebra § 178, 201.) 

Nehmen wir also jetzt den Fall 

2. da£ n eine ungerade Primzahl l ist, dann ist 

eine Zahl in ä(ö), und wenn L{a^^y durch p* teilbar ist, so ist co^ durch 
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/i(y> — 1) teilbar. Wenn also p—l nicht durch l teilbar ist, so ist ä dnrch 
l teilbar und p in 91 (-^) nicht kritisch (nach IV). 

Für den allgemeinen Fall bemerken wir, da£ 



(^•) Qm 



eine gebrochene Zahl des Körpers 91(0 ist, bei der Zähler und Nenner 
durch dieselbe Potenz von p' teilbar sind, und sie läßt sich also auch so 
darstellen, daß Zähler und Nenner durch p' nicht teilbar sind. Wir nennen 
sie relativ prirn zu p. 

3. Für den allgemeinen Fall ?i = i^ ist p>l, und wenn 1 = 2 ist, 
können wir p>2 annehmen, da der Fall ;i = 4 dnrch 1. schon erledigt ist. 

Ist dann p — l durch A, aber nicht durch n teilbar, so können wir setzen 

p = l + i-'\n, 

worin // nicht durch ?. teilbar und Pi<:p ein positiver Exponent ist, und 
(>i > 1 für i = 2 . Nach dem binomischen Lehrsatz ergibt sich dann 

und endlich findet sich ein Exponent r^ der eine Potenz von X ist, so daß 
worin u nicht durch X teilbar ist. Es ist also 



wo a = 6^ eine primitive A-te Einheitswurzel ist. 
Daraus folgt nun nach (2.), daß 






was die A-te Potenz einer Zahl in 9fi(a) ist, durch keine andere Potenz 
von p teilbar sein kann als L(a^xy^ und es ergibt sich wie vorhin, daß;; 
in 9i(|) nicht kritisch sein kann. 

Hierdurch ist das Theorem VI bewiesen. 
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Der Körper der p-ten Einheitswurzcl r, 9i(r), ist ein zyklischer vom 
Grade p — 1 . In ihm ist nur die Primzahl p selbst kritisch vom Gewicht 
(;?-!) (Algebra Bd. II, § 199). Ist p-1 durch n teilbar, so hat 9i(r) 
einen zyklischen Teilkörper 31 (y) vom Grade ?i, in dem ebenfalls keine 
von p verschiedene Primzahl kritisch sein kann. 

Im Körper ^{y) aber ist p kritisch vom Gewicht n. Denn setzen wir 
1 — r = (7, so ist jt), von Einheitsfaktoren abgesehen, die {p — l)-te Potenz von a, 

Ist nun p— \ = ne^ so ist 

(4.) a'= a^a^... 0^ = 0"^ 

in 9fi (t/) enthalten, wenn a, die Zahlen sind, die durch die Permutationen der 
Gruppe, zu der y gehört, aus o hervorgehen. Ist nun p = o'\ so ist eg =p — 1 , 
also g = n; & muß aber ein Primideal in ?Si{y) sein. Denn ein in p auf- 
gehendes Primideal des Körpers ^)i(y) muß jedenfalls eine Potenz von a 
sein, etwa a*. Sein Gewicht in 3t(y) ist dann (p— 1): k^ii^ folglich k>e. 
Andererseits kann aber k nach (4.) nicht größer als e sein, also k = e. 

Der in di(y) enthaltene Körper i-ten Grades sei 91 (^)*). 

Man wähle ein zyklisches System ^ =(yo? ^i? •••? 2/»i-i) ^^ Körper 
9{(i/), dessen Determinante von Null verschieden ist. Dann ist nach dem 
Satze § 5, IV L{a^yy durch p"" teilbar, und a nicht durch l teilbar. 

Nun bilde man nach § 1 für einen unbestimmten Exponenten die 
Zusammensetzung : 

A } =/: = (r„, j,, ..., ^„«,), 
woraus folgt: 

(5.) L{a,z)=^L{a,x)L{a,yy. 

Ist p in 9fi(l) kritisch, so ist L{a^xf durch eine Potenz von p etwap* teil- 
bar und man kann v aus der Kongruenz 

aV'^'h'^Q (mod. /t) 

bestimmen. Es ist alsdann p in ^{z) nicht mehr kritisch (§ 5, IV) und die 
x- können durch die y^ und die z^ rational dargestellt werden. 

So verfahre man mit allen in 9fi(f) kritischen von X verschiedenen 
Primzahlen, und es ergibt sich der Satz: 



*) Für die y kann man die Gaw/^schen Perioden der p-ten Einheitswurzeln 
nehmen. Es kommt aber darauf hier nicht an. 
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VII. Die weitere Untersuchung über den Kroneckerschen Satz kann 
sich auf den Fall beschränken^ daß in dem Teilkörper X-ten Grades 91(1) 
von 9i(x) nur noch l kritisch ist. 



§7. 
Zyklische Körper vom Grade 2^. 

Jetzt ist der Beweis des Kroneckerm\\Q\i Satzes für den Fall i = 2 
leicht za ftthren. Zunächst sei bemerkt, daß die Wurzeln einer zyklischen 
Gleichung alle reell sind, wenn eine von ihnen reell ist. Eine zyklische 
Gleichung von ungeradem Grade hat daher immer reelle Wurzeln. Ist aber 
/i = 2^, so sind entweder alle Wurzeln reell oder alle imaginär, und zwar 
paarweise konjugiert imaginär. 

Ist aber .% konjugiert imaginär mit x^^ so ist auch x^ konjugiert 
imaginär mit x^^^ also X2y=^x^ und 2v = n. Daraus folgt, wenn n>2 ist, 
daß Z(— l,a;) reell ist, und 

(1.) L{^\,xy = Q 

ist eine positive ganze rationale Zahl (falls x ganzzahlig gewählt ist). 

Nach § 6 nehmen wir nun an, daß in 9{ (x) keine Primzahl außer 2 
kritisch sei. Dann ist Q entweder ein Quadrat P^ oder das Doppelte eines 
Quadrates 2 P^ Im ersten Fall wäre /> (— 1 , x) = + 1\ und 9? (:r) wäre nach 
§ 2, I höchstens vom Grade ^ • 
Ist aber 
(2.) 7:(-l,a:)^=2P^ 

so brauchen wir eine weitere Komposition. 

Wenn p eine 2n-te Einheitswurzel ist, so ist, wie aus der Kreis- 
teilungstheorie bekannt, 91 (p) ein zyklischer Körper n-ten Grades mit der 
einzigen kritischen Primzahl 2. Nehmen wir in diesem Körper ein zykli- 
sches System Y mit nicht verschwindender Determinante,*) so ist 

(3.) ^L(-l,y)'=2A^ 

wo A eine ganze rationale Zahl ist. (Wäre nämlich Z/(— 1, 2/)^ = i4', so 



*) Mertens bildet in Art. 4 der erwähnten Arbeit tatsächlich ein solches System. 
Es genügt hier, zu wissen, daß es existiert. 
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würde folgen, AsS R(y) von niedrigerem als dem n-ten Grade wäre, was 
der Irredazibilität der Kreisteilungsgleicbung widerspricht) 
Bilden wir also die Komposition 

so folgt aas (2.) and (3.) 

L(^l,^) = L(«l,.T)/.(«l,y)==±2^P. 

Folglich ist der Körper 9t (2:) höchstens vom Grade 2^"^ 

Nehmen wir also als bereits erwiesen an, daß ein zyklischer Körper 
vom Grade 2^""* ein Kreisteilangskörper sei, and beachten, daß jeder qaa- 
dratische Körper ein Kreisteilangskörper ist, so folgt der Kronecker^che Satz 
für diesen Fall darch vollständige Indaktion allgemein. 

§8. 
Ideale im Körper 9fl(a). 

Ganz so läßt sich nicht mehr schließen im allgemeinen Fall eines 
angeraden >l, weil wir da mit den Idealen des Körpers zn rechnen haben.*) 
Ich werde hier denselben Weg gehen, den ich in meinen früheren Arbeiten 
eingeschlagen habe, nar daß sich hier, wo es sich am einen Primzahlgrad 
handelt, alles wesentlich vereinfacht. Aach Mertens bedient sich ähnlicher 
Hilfsmittel. 

Es bedeate also « eine A-te Einheitswarzel und c eine primitive Warzel 
von l. 

Dann ist 

^ = (a, tt'-, «^, ...,a^*"') 

ein zyklisches System (>. — l)-ten Grades. Jede Zahl und jedes Ideal a 
des Körpers 91 (ce) geht durch die Substitution (ct^a"") in ein bestimmtes 
anderes über, das mit o^ bezeichnet werde. (y=l, 2, ..., i — 1). Zwei 
Ideale a und b heißen äquivalent, wenn ihr Quotient eine ganze oder ge- 
brochene wirklich existierende Zahl des Körpers 9i(ß) ist. Ich deute die 
Äquivalenz durch das Zeichen 

(1.) af-^h 

*) Es würde sich ebenso schließen lassen in den Fällen, wo der Körper 91 (a) 
einklassig ist, wie z. B. bei A = B, 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 3. 25 



184 Weber^ übe7* zyklische Zahlköiyer. 

an. Jede Zahl in Uia) ist mit 1 äquivalent, und ein Ideal, das mit 1 äqui- 
valent ist, heißt ein HauptideaL 

Die Zahl l selbst ist die (A — l)-te Potenz eines Hauptideals a. 
Man kann 

(2.) a=l-« 

annehmen. Die verschiedenen o^ unterscheiden sich nur durch Einheits- 
faktoren. 

Wenn eine von l verschiedene Primzahl;; zum Exponenten /* gehört, 
d. h. wenn / der kleinste positive Exponent ist, für den p^=\ (mod. X) ist, 
so ist / ein Teiler von l—l. Wir setzen 

(3.) ^-l = e/, 

und p zerfällt in e verschiedene Primideale /-ten Grades, die so bezeichnet 
werden können: 

(4.) p = p,)?,^^...\\e^X. 

Ist p — l durch l teilbar, so ist/=l und e = i — 1, und p zerfällt in 
A — 1 Primideale ersten Grades und es ist 

Die Bezeichnung der Primideale werde nun in diesem Falle in folgender 
Weise festgesetzt: Da die Primideale )f hier vom ersten Grade sind, so ist 
jede Zahl in ^(a) nach p mit einer rationalen Zahl kongruent, und wir 
definieren p, dadurch, daß 

(6.) a = a (mod. pi) 

wird. Da a* == 1 ist, so folgt hieraus a^=i\ (mod. p), und aus (6.) ergibt sich 

a''=:a (mod. p^) 

oder, wenn v* durch die Kongruenz 

(7.) vv'=\ (mod. ^) 

bestimmt wird, 

a = «•'' (mod. p^). 

Ist nun r eine primitive ;;-te Einheitswurzel, so ist nach einem Theorem 
von Kummer*) 

(8.) X(a,ry=/7p:', 

*) Kummer, Abhandlungen der Berliner Akademie 1856. Algebra II, § 202, 203. 
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worin sich r auf die Zahlen l,2,...,p — 1 erstreckt und für y' die kleinste 
positive Lösung der Kongruenz (7.) zu nehmen ist. Die linke Seite von (8.) 
ist aber eine Zahl in 9t (o), und wir erhalten also für den Fall, daB p = l 
(mod. i) ist: 

(9.) llf^e^l. 

Hierauf leiten wir das folgende Theorem ab: 

VIII. Ist a ein Ideal des Körpers jH (a), das den beiden Be- 
dingungen 

(10.) a'f^l, 

(11.) ayf^a"" 

genügt, so ist 

Ue-» 1. 

Hierin bedeutet v eine durch l nicht teilbare Zahl. Beim Beweise können 
wir Q durch irgend ein äquivalentes Ideal ersetzen und daher, da in jeder 
Idealklasse Ideale vorkommen, die zu einem gegebenen Ideal relativ prim 
sind, a teilerfremd zu l annehmen. (Algebra II, § 170, 6.) Nun bilden wir 
das Produkt 

(12.) rrai'^h, 

worin wir nach (9.) annehmen können, daß b kein Primideal p vom ersten 
Grade mehr enthält. Andererseits ist wegen (7.) und (11.) 

also nach (12.) 

(13.) a'-'^h, 

und b genügt denselben Bedingungen (10.), (11.) wie a. Ist f irgend ein 
Teiler von jo — 1, größer als 1 und ;? — l = e/, so bilde man das Produkt 

bi hcb^... bc«-i<-' c, 

und darin kann man wegen (4.) und (9.) c frei von Primidealen ersten und 
/-ten Grades annehmen. Aus (13.) aber ergibt sich 



c'-l 



(14.) c e^a^i-^^(*+^^-^-+^'~'>e^a^^-'^7=r, 

und ^ ist durch l nicht teilbar. Um die Primideale /'-ten Grades weg- 
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zuschaffen, verfährt man ebenso nnd findet, daß 

äqnivalent ist mit einem Ideal, das keine Primideale 1-ten, f-ten and /'-ten 
Grades enthält. Auf diese Weise ergibt sich ein durch l unteilbarer Expo- 
nent fij für den 

Bestimmt man nun a und b so, daß 

al + biLi=l 
wird, so erhält man 

(15.) a = a'^ a^'^l, 

wie bewiesen werden sollte. 

IX. Ist e eine Einheit des Körpers R(ct)j die der Bedingung 
gefiiigty daß 

(16.) e_,e, = S^ 

die l'te Potenz einer Einheit in ^ (a) ist, so ist e selbst eine l-te Potenz 
einer Einheit in 3t (a), multipliziert mit einer Potenz von a. 
Der Beweis ergibt sich so: Nach einem Satze von Kronecker (dieses 
Journal Bd. 53, Algebra II, § 207) ist jede Einheit i in di(a) in der Weise 
darstellbar: 

(17.) f = a*e(«), 

worin e(a) = e(a^^) eine reelle Einheit ist. Es folgt dann aus (16.) 

e(ay=^SK 
und daraus: 

e(a) = e ^a)' e («)^-^ = (e («) c^^) , 

worin nach (17.) der Beweis von IX liegt.*) 



*) Die beiden Sätze VIII und IX sind für eine beliebige Potenz der ungeraden 
Primzahl A in Algebra II, § 211, 212 abgeleitet. Sie beweisen für diesen Fall unmittelbar 
den Äron^cX-^rschen Satz. 
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§9. 

Zyklische Köyyer von ungeradem Grade* 

Darch diese beiden Sätze ist nun der Weg geebnet, um den Fall 
eines ungeraden l ganz in derselben Weise wie den Fall i = 2 zu erledigen. 
Nach VII, § 6 nehmen wir einen zyklischen Körper iW (x) vom n-ten Grade, 
in dessen Teilkörper 9t (ß) vom A-ten Grade nur noch die Primzahl l 
kritisch ist. 

Sind nun L(a^§) oder, was dasselbe ist, L{a^x) die Resolventen 
von 9i(l), so ist 

(1.) i(«-M)l(«,^-y = ^(r^) 

eine Zahl in 5)i(«), und wenn daher L{a^Cf durch eine Potenz o* des in l 
enthaltenen Primideals a teilbar ist, so muß &{ctf durch ö*^'"^^ teilbar sein. 
Der Exponent h{y—\) ist also durch l teilbar, und da v beliebig ist, so 
ist h durch l teilbar. Hieraus ergibt sich: 

X. Jedes in L (a , |)^ enthaltene Pnmideal ist darin zu einer Potenz 
erhoben^ deren Exponent durch l teilbar ist. 

Wir können also, indem wir mit a ein Ideal des Körpers 9i(a) be- 
zeichnen, symbolisch setzen: 

(2.) I(a, iy = a\ 

Wegen (1.) genügt aber dieses Ideal a den beiden Bedingungen (10.), (11.) 
des Satzes VIII und ist somit ein Hauptideal. Es gibt also eine Einheit s 
und eine Zahl (p{a) in /?(«)? so ^»^ 

(3.) L(a,^y=.ecp(a)\ 

und die Einheit s genügt hier wieder der Bedingung des Satzes IX, und 
wir können daher setzen: 

(4.) L(a,§y = a^e(ay, 

worin h irgend ein ganzzahliger Exponent und d(a) eine Zahl in di(a) ist. 
Wenn nun h durch X teilbar ist, so ist !/(«, I) selbst in 91 (a) enthalten, und 
91 (x) ist von niedrigerem Grade als n (nach § 2, I). Im allgemeinen müssen 
wir noch den Körper 9i (r) zu Hilfe nehmen, der aus den Einheitswurzeln r 
vom Grade 7ii = i*'^* entsteht. Dieser Körper ist wegen der Irreduzibilität der 
Kreisteilungsgleichung vom Grade 7i(A — 1), und in ihm ist nur die Primzahl X 
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knlUcL Es ist aber in ?Ä(7) ein zyklischer Körper "Si^y) vom Grade n 
enthalten, in dem also auch nur l kritisch ist Daher ist nach (4.), wenn 
/>(«) wieder eine Zahl in 'K(a) ist: 

(5.) L{a,yy=c^»{a)\ 

und der Exponent a ist hier nicht durch l teilbar^ tveil sonst 9t (y) von 
niedrigerem als dem n-ten Grade ica're. Bilden wir also wieder 

(6.) 2r=.YP, 

so wird 

L(a,z) = L{c,x)L{a,yy. 

Dabei kann man t so bestimmen, daß at+h^O (mod. k) wird. Dann ist 
aber L{a^z) in fii{oi) enthalten und 9i(z) ist reduzibel. 

Hierin liegt der Beweis des Kronecken$,Q\iexi Satzes für einen Primzahl- 
grad, und der Beweis ist damit allgemein geführt 
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Über eine neue Keduktionsmethode bei 
hydrodynamischen Problemen. 

Von Herrn Ernst Richard Neumann in Marburg a. d. L. 

Jöei der Ermittelung eines wirbelfreien Bewegungszustandes einer 
Flüssigkeit ist es seit langem üblich, das ganze Problem zurückzuführen 
auf die Bestimmung einer einzigen Funktion, des Geschwindigkeitspotentials tpi 
man drückt die in letzter Linie gesuchten Größen, also die Strömungs- 
komponenten, den Druck und die Dichtigkeit im Innern der Flüssigkeit, 
sämtlich in ein für alle Male feststehender Weise durch die Funktion ^, 
bzw. ihre Ableitungen aus, so da£ also im einzelnen Falle tatsächlich nur 
noch dieses Geschwindigkeitspotential (p zu bestimmen übrig. bleibt, und 
zwar ergibt sich zu dieser Bestimihung eine Differentialgleichung, welche 
unter gewissen, das spezielle Problem charakterisierenden Nebenbedingungen 
zu integrieren ist. — Im Spezialfälle inkompressibler Flüssigkeiten ist be- 
kanntlich diese Differentialgleichung, auf deren Integration also das Problem 
hinausläuft, die Lap/acesche Differentialgleichung des Potentials. 

Dieser durch seine Einfachheit ausgezeichnete Ansatz, hydrodynamische 
Probleme durch Einführung des Geschwindigkeitspotentiales zu lösen, ent- 
hält aber eben bereits die Beschränkung auf wirbelfreie Bewegungen in 
sich, er versagt, sowie man von einem mit Wirbeln behafteten Anfangs- 
zustande ausgeht. — Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist es nun, zu 
zeigen, da£ es eine andere große Klasse von Flüssigkeitsbewegungen gibt, 
und darunter auch Wirbelbewegungen^ die einer ganz ähnlichen Behandlung 
fähig sind, wie sie die wirbelfreien Bewegungen durch Einführung des 
Geschwindigkeitspotentiales finden. Diese Bewegungen, welchen die nach- 
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folgende Untersuchung gilt, lassen sich kurz charakterisieren als die statio- 
närerij zweidimensionalen Flüssigkeitsbewegnngen; freilich müssen wir, um sie 
unserer Behandlnngsweise zugänglich zu machen — falls wir uns nicht von 
vornherein auf inkompressible Flüssigkeiten beschränken — , noch eine 
weitere Annahme hinzunehmen, daß nämlich die Bewegung kräftefrei vor 
sich gehen soll. Meine Aufgabe wird nun darin bestehen, zu zeigen, daß 
wenn diese Voraussetzungen erfüllt sind, die Bewegung also stationär, zwei- 
dimensional (und nötigenfalls auch kräftefrei) ist, daß sich dann stets die 
Strömungskomponenten, der Druck und die Dichtigkeit im Innern der 
Flüssigkeit, kurz alle uns bei der Bewegung interessierenden Größen, nach 
bestimmten Regeln durch eine einzige Funktion ^ ausdrücken lassen. 
Diese will ich als ^Ströjnungsfunktion^ bezeichnen; sie allein braucht man 
also bei einem Problem dieser Art noch zu bestimmen, sie spielt demnach 
jetzt genau dieselbe Rolle wie bei wirbelfreien Bewegungen das Geschwin- 
digkeitspotential, und zu ihrer Bestimmung ergibt sich auch wieder eine 
Differentialgleichung and eine zugehörige Randbedingung. — Die Diffe- 
rentialgleichung ist von der dritten Ordnung, reduziert sich aber im Spezial- 
fälle mrbelfreier Bewegungen von inkompressiblen Flüssigkeiten auf eine 
Gleichung von der zweiten Ordnung, und zwar gerade wieder auf die 
Laplacenche Gleichung, der auch das (in diesem Falle ja ebenfalls existierende) 
Geschwindigkeitspotential genügt. Doch sind die Randbedingungen, welche 
Strömungsfunktion und Geschwindigkeitspotential befriedigen müssen, ver- 
schieden; diese beiden Funktionen, mit deren jeder man also wirbelfreie 
Bewegungszustände darzustellen vermag, werden sonach durchaus nicht 
identisch. — Auch insofern ist jetzt bei der Strömungsfunktion die Sach- 
lage eine ganz andere, als hier eben die Potentialgleichung nur als Spezial- 
fall einer Gleichung dritter Ordnung auftritt, die auch noch bei Wirbel- 
bewegungen gültig bleibt, während bei solchen ein Geschwindigkeitspotential 
oder eine direkte Verallgemeinerung desselben überhaupt nicht existiert 



§ 1. Die Einführung der Strömungsfiinktion. 

Wir denken uns ein zylindrisches Gef&ß gegeben von ganz beliebigem, 
aber dauernd unverändertem Querschnitte. Die Richtung der Zylinderacbse 
wählen wir zur ^r-Ricbtung eines rechtwinkligen Koordinatensystems. — In 
dem GkfiLße bewege sich eine Flüssigkeit, und zwar nehmen wir zunSehat 
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an, diese Bewegung sei stationär, die Strömungskomponenten u,v,w seien 
also unabhängig von der Zeit; ferner sei die Bewegung zw€tdtme)isional, 
d. h. jedes Flüssigkeitsteilchen bleibe dauernd in demselben Querschnitte 
des Gefäßes — es sei also tiberall die 2^-Komponente der Strömung: ii; = — , 
und in allen diesen Querschnitten (bei verschiedenem z) herrsche genau 
der gleiche Bewegungszustand, es seien also auch die Strömungskomponenten u 
und V unabhängig von z, bloße Funktionen von x und y: 

Endlich nehmen wir noch an, die Flüssigkeit sei dem Einflüsse äußerer 
Kräfte, wie z. B. der Schwere, entzogen, die Bewegung sei also kräftefrei. 
Bezeichnen wir dann noch den Druck und die Dichtigkeit im Innern 
der Flüssigkeit mit p bzw. f , so sind die Größen u,v,iü, p und s durch 
die folgenden Gleichungen mit einander verknüpft, zunächst durch die Eitler- 
sehen Differentialgleichungen: 



(1.) 



du , du 1 dp 

ox oy e ox^ 

dv , dv 1 dp 

ox oy ^ oy ^ 



6 dz ' 

zu welchen noch die Kontinuitätsgleichung hinzutritt: 

(2.) ?(i^) + ö.(!^=.0 

^ "^ dx dy 

und ferner eine von der Natur der betrachteten Flüssigkeit abhängige 
(3.) Beziehungsgleichung zwischen Dichtigkeit e und Druck p; 

denn ich will mich hier der Einfachheit halber auf die Betrachtung 
solcher Flüssigkeiten beschränken, bei denen die Dichtigkeit allein vom 
Drucke abhängig ist, obwohl es, wie ich im Schlußparagraphen näher aus- 
führen will, gerade ein wesentlicher Vorzug unserer Methode sein dürfte, 
daß für ihre Anwendbarkeit diese Voraussetzung nicht wesentlich ist. — 
Von diesen im ganzen 5 Gleichungen (1.), (2.), (3.) sagt die eine, 
nämlich die dritte Gleichung (1.), nur die Tatsache aus, daß auch der 
Druck p von z unabhängig und demnach eine bloße Funktion von x und y 

Journal für Mathemaük Bd. 132. Heft 3. 26 
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sein mu£, was sich dann vermittelst der Relation (3.) auch auf die Dichtig- 
keit « überträgt.*) — Nach Ausschluß dieser letzten Gleichung (L) bleiben 
sonach noch 4 Gleichungen, welchen die 4 Funktionen von x und yi 
u, Vj p und 8 genügen müssen, und aus diesen Gleichungen und gewissen 
Nebenbedingungen gilt es auch, diese 4 Funktionen zu bestimmen, wenn 
es sich um die Ermittelung eines Bewegungszustandes der betrachteten 
Art handelt. 

Um das dadurch gegebene Problem zu vereinfachen, multiplizieren 
wir nun die ersten ^wferschen Gleichungen (1.) mit e und addieren zu ihnen 
die mit u bzw. v multiplizierte Kontinuitätsgleichung (2.). In dieser Weise 
erhalten wir die beiden folgenden Gleichungen: 

d{eu^) d{euv) dp ö (cur) 9 (€<•')__ dp 

dx dy "" 9*c ' dx dy ~" dy 

und hier führen wir noch zur bequemeren Schreibweise die Abkürzungen 
(4.) ]/~B.u=U und l^.t; = r 

*) Besteht speziell zwischen der Dichtigkeit e und dem Drucke p Proportionalität 
(wie bei einem auf konstanter Temperatur gehaltenen Gase), nehmen wir also für (3.) 
die Relation 

e=^c.p 

an, aber auch nur dann, beeinflussen Kräfte, welche in der Uichtung der Zylinderachse 
(2-Richtung) wirken und ihrer Intensität nach nur von abhängen, die Bewegung 
selber nicht im mindesten; es kann dann vielmehr genau derselbe zweidimensionale 
Bewegungszustand eintreten und als stationärer Zustand fortbestehen wie beim Fehlen 
aller äußeren Kräfte. Zur Bestimmung der Strömungskomponenten u und v sind bei 
diesem Zustande also ohne weiteres trotz der von außen wirksamen Kräfte die weiter 
unten im Texte gegebenen Vorschriften anwendbar, während der Druck und die Dich- 
tigkeit jetzt noch von z abhängig werden^ indem zu den nach den Vorschriften des 
Textos als Funktionen von x und y berechneten Größen p und « noch der Faktor e~^^ 

dVi 
hinzutritt, wenn Z = — -p (wo \N = YI(z)) die äußere beschleunigende Kraft bedeutet. 

— Es folgt dies leicht, wenn wir berücksichtigen, daß jetzt die dritte Eulersche Diffe- 
rentialgleichung folgendermaßen lautet: 

€ dz 

Der bei weitem wichtigste hierher gehörige Fall ist natürlich der, daß die Flüssigkeit, 
(Gas) in ein vertikal gestelltes zylindrisches Gefäß eingeschlossen ist und der Wirkung 
der Schwere unterliegt (\N=g.z^ wenn die 2-Richtung vertikal nach oben gerechnet wird). 



/\ 
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ein, am dann schreiben zu können: 

^ '^ dy dx ^ dx dy ' 

Die erste dieser beiden Gleichungen ist aber die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß 

U' Vax — {p -\- U^) dy ein vollständiges Differential 

ist, oder aber, daß es eine Funktion jPi(a;,i/) gibt von der Art, daß 

(6-.) f/.F=^ und -0. + t/^) = ^^^ 

ist, und ebenso folgt aus der zweiten Gleichung (5.), daß es eine Funk- 
tion FiQvyy) gibt, vermittelst welcher sich U-V und —Q^ + V^) folgender- 
maßen darstellen lassen: 

Eine Vergleichung der beiden ersten Formeln (6*.) und (6**.) liefert aber 
sofort die Beziehungsgleichung 

dx dy 

zwischen den beiden Funktionen F^ und i^2 9 und aus dieser Gleichung folgt 
durch abermalige Anwendung unserer obigen Schlußweise, daß es eine 
weitere Funktion von x und y geben muß — ich will sie mit 2*(a:, y) 
bezeichnen — , von solcher Beschaffenheit, daß für F^ und F^ die Dar- 
stellungen gelten: 



F, = 'J^^ und F,= 



a(2*) 



dy ^ dx ' 

Die Substitution dieser Ausdrucke in (6\) und (6^) erlaubt dann diese 
ursprünglich 4 Gleichungen in die folgenden 3 zusammenzuziehen: 

Diese Gleichungen gestatten nun in einfachster Weise, die 3 Größen 
U, V und ]) durch die zweiten Differentialquotienten der Funktion aus- 
zudrücken, und zwar ergeben sich folgende Darstellungen: 

26* 
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(8.) 



Dabei ist unter der Quadratwurzel immer ihr positiver Wert zu verstehen, 
und beim abermaligen Ausziehen der Quadratwurzeln (um nämlich U und V 
selber aus W und V^ zu bestimmen) ist wegen des Vorzeichens die erste 

Formel (7.) zu beachten, nach der U.V=2 ^ .. sein muß. 
^ ^ ' dxdy 

Diese 3 Gleichungen in Verbindung mit der Gleichung (3.) liefern 
nun für alle vier Funktionen u,v,p und « Darstellungen durch die Diffe- 
rentialquotienten der einen Funktion 0: den Druck p stellt ja direkt die 
Gleichung (9.) in der gewünschten Weise dar, die Dichtigkeit e aber nahmen 
wir als bekannte Funktion des Druckes 2> an [vgl. (3.)], so daß sich auch für 
sie leicht eine Darstellung durch die zweiten Differentialquotienten von 
ergibt, und unter Benutzung dieses Resultates gestatten dann die beiden 
Gleichungen (8.), eine ebensolche Darstellung sofort auch für die Stromungs- 
komponenten u und v anzugeben. 

Es ist uns somit gelungen, die sdmtlichen uns bei dem RewegungS' 
zustande intei^essierenden Größen durch eine einzige Funktion *, bzw. deren 
Ableitungen auszudrücken, ähnlich wie man sie bei wirbelfreien Bewegungen 
durch die Ableitungen des Geschwindigkeitspotentiales auszudrücken pflegt 
[vgl. § 5]. — Diese Funktion *, welche in unserem Falle an die Stelle 
des Geschwindigkeitspotentiales tritt, will ich hinfort als ^Strömungs- 
funktion^ bezeichnen; ist sie gegeben, so ist damit also auch der ganze 
Strömungszustand bekannt. Auf die Bestimmung dieser einen Funktion </> 
haben wir somit das ganze Problem, den Bewegungszustand zu ermitteln^ 
reduziert. 

§ 2. Die Differentialgleichung der Stromungsfunktion. 

Zur Bestimmung der Strömungsfunktion * ergibt sich eine Be- 
dingungsgleichung sofort in der Weise, daß wir in einer der Gleichungen (1.) 
oder (2.) alle darin auftretenden Größen, also u, v,p und e in der angegebenen 
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Weise darch die Funktion und ihre Differentialquotienten ausdrücken, 
and so die Gleichung in eine Bedingungsgleichung allein für verwandeln. 
Von welcher der ursprünglichen Gleichungen wir hierbei ausgehen, ist natür- 
lich gleichgültig, wir wählen daher die symmetrische Formel (2.), die Kon- 
tinuitätsgleichuug, zum Aasgangspunkte, und schreiben sie, da ja 

t.u=^YB. 11 und £ . (^ = Ve . F [vgl. (4.)] 

ist, zunächst folgendermaßen: 

dx dy 

Hieraus folgt dann durch Ausführung der Differentiation nach einer kurzen 
Rechnung: 

Nun sollte aber b eine bekannte Funktion von p sein [vgl. (3.)], das gleiche 
gilt daher auch von log «; wir setzen 

(11.) \oge = L{p) ond '^ = L\P), 

SO daß dies also zwei nur von der Natur der betrachteten Flüssigkeit ab- 
hängige, als bekannt anzusehende Funktionen sind. — Darch Einführung 
derselben erhalten wir dann aus (10.): 

Cä-) (IMf)+J-i'W(£/|f+''|)=o, 

and hier haben wir jetzt nur noch für U, V and p ihre aas (8.) and (9.) 
ersichtlichen Ausdrücke einzasetzen, um die gesuchte Bedingungsgleichang 
für die Strömungsfunktion * zu erhalten. — Wir wollen diese Substitutionen 
nur in den vorkommenden Differentialquotienten wirklich durchführen. Eine 
leichte Rechnung, die ich in ihren Einzelheiten wohl übergehen darf, lehrt: 

and ferner: 



Diae Asidrieke. a [12.] cmgeieczt. Ikfem bk ab «ie gesK-loe Beimgu; 
fib* ^. dk- Glekknig 

iB welclMT ^~. y msd ^ als Abkirzaogea u den aa^ '^. «ftd ^. crackx- 
licbea BcdrOT »gea Btebea. 

fHTikti.n 4^ ^fii'jrfn^ aa» ihr and eiaer im aäffcgf« Paragraphea aloakiliaH 
dea Bandbedingaag isi dieae FaakiKHi gegebcaca£ilk za besrnBca. Itt 
dies geechehea. so Ikfera aas die Fomela J<S^ aad [i*/ ia VedNadaag 
aut ^3.] in der oben näher angegebenen Wciie die Stroanngskoaipoacatca n 
and r. den Draek p and die Dicbtigkeit f. kan dea ganzea Siruaiaag^ 
zastand der Flisiägkeit. 

Spezulfeienms. — Wir wollen bier sogieieb kaxz aaf dea ipiter 
Boeb aaafibriieber za behandelnden Sperialfall eiaer iAi:f>\piy:^*üitßk Fiiünfi^ 
keii eiagehea. Ia dieses Falle laatet die Koatinaiiiiagleichang ^d. L die 
InkoaiprpiwhililifBbfdingaag] : 

T- + :~=0. oder was dasselbe : -. ^- = 0. 

c^ cy ex Ci 

dcaa U and F aaterKheidea sieh von y* and r nar dareb dea jetzt ja als 
koastaat aazasebeadea Faktor )f >gL (-L'\ — EMe fifa- die Stroaiaag»- 
finktioa ^ sieb ergebeade Bedingangsgleiebaag laatet daher aach ^^3*0 
jetzt kaiz: 

«rie das aaeh darrh Spezialisienng aas ^14.; leieht ahzaleitea gewesen 
wire. da jetzt wegen i^oyn^L aaeh log f. d. L L \^p) = rnnsf. and daher 

L:p:=okiy^:n.:\ 

3fit Rieksieht aaf C^) koanea wir nan dieses Besahat ^1^0 »^1» 
io sehreibea: 

and dies itt. da ^ ebeaso wie 4» selber alleia roa dea beidea Variablea x 
and y abbSagt. niehts anderes als die Aassage. da0 der im Siane der ' 
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Hydrodynamik gebildete „totale" Differentialquotient der Funktion J nach 
der Zeit, oder besser gesagt, der „substantielle" Differentialquotient von J 
(C. Neumann) gleich ist: 

dt "' 

es bleibt somit bei einer inkompressiblen Flüssigkeit dei' dem einzelnen Flüssig- 
keitsteilchen anhaftende Wert von J<P^-r, ^ + -^-j während der ganzen Be- 
wegung ungedndert. Ist also die Strömungsfunktion bekannt, so stellt die 
Gleichung 

z/0 = const. 

die Gleichung der Stromlinien, d. h. der Bahnen der einzelnen Teilchen dar 
— vorausgesetzt, daß nicht etwa J4> identisch (d. h. im ganzen von 
Flüssigkeit erfüllten Räume) konstant ist, ein Fall, der weiter unten noch 
eingehender behandelt werden soll. 



§ 3. Die Randbedingung für die Strömungsfunktion. 

Wir lassen jetzt die Beschränkung auf inkompressible Flüssigkeiten 
fallen und wenden uns wieder dem zu Anfang behandelten Falle einer be- 
liebigen, im allgemeinen also kompressiblen Flüssigkeit zu. Diese Flüssig- 
keit sollte eingeschlossen sein in ein Gefäß, dessen Wände dauernd in ihrer 
Lage festgehalten werden — wie das ja schon bedingt wird durch die An- 
nahme, daß die Bewegung der Flüssigkeit stationär sein soll. 

Die Berücksichtigung dieser Tatsache, daß die Wände fest sind, 
ergibt nun sofort als eine weitere Forderung zur Bestimmung der Flüssig- 
keitsbewegung die, daß an der ganzen Begrenzung die Normalkomponente 
der Bewegung gleich sein muß, d. h. es muß, wenn a und ß die Richtnngs- 
kosinus der in einem Punkte der Begrenzung auf dieser errichteten Nor- 
male bedeuten, daselbst 

(15.) au + ßv = 

sein. Nun hatten wir aber oben u und v durch die Strömungsfunktion ^ 
auszudrücken gelernt; es stellt dies also in Wahrheit eine Bedingungs- 
gleichung für die Funktion <P dar, und diese Bedingungsgleichung wollen 
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wir nan explizite aufstellen; wir werden sehen, daß sie sich in eine äofierst 
einfacht Form setzen läßt. 

Zunächst maltiplizieren wir die Gleichung (15.) mit Vf und schreiben 
dann mit Rücksicht auf (4.): 

und, um nun hier die Strömungsfunktion bequem einführen zu können, 

multiplizieren wir noch weiter mit ü\ dann folgt mit Rücksicht auf die 

beiden ersten der Gleichungen (7.) und (8.), daß in allen Punkten der Be- 
grenzung 

sein muß, und hieraus ergibt sich, wenn wir die Irrationalität beseitigen, 
für alle Randpunkte die Bedingnngsgleichuug 

Wollten wir nun hier den ersten Faktor gleich setzen, so würde aus 
der ersten Gleichung (7.) folgen, daß entweder u oder v gleich sein muß, 
daß also die Strömung in der Richtung einer der Koordinatenachsen statt- 
finde. Da nun aber in Wahrheit die Strömung tangential zur Begrenzung 
verläuft, so kann der erste Faktor in (16.) nur an solchen Stellen ver- 
schwinden, wo Tangente oder Normale den Koordinatenachsen parallel sind. 
An solchen Stellen ist aber von den beiden Richtungskosinussen a und ß 
der Normale v sicher der eine gleich 0, es liefert uns also auch hier 
der zweite Faktor in (16.) gleich gesetzt, dasselbe Resultat: -g— ä" =^' 
so daß wir also berechtigt sind, überall auf der ganzen Begrenzung den 
zweiten (in Klammern gesetzten) Faktor in (16.) gleich anzunehmen, 
also die Gleichung 



(17.) (r. -if) ä,,T, -^^./^(ö,.-öV>^ 



dy^ 

als die Randbedingung für die Funktion <f> anzusehen. 

Diese Gleichung gilt es nun zu interpretieren. Zu diesem Zwecke 
bezeichnen wir noch die Tangente in dem betrachteten Punkte der Begrenzung 
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mit T, und zwar sei dies noch genauer diejenige Tangentenrichtung, welche 
zur Normalen v ebenso liegt, wie die positive y- zur positiven .r-Achse, so 
da£ also 

cos (t, x) = — cos (r , y) = — /3 und cos (r^y)^ cos {v^ x) = a 

ist. Dann können wir die Gleichung (17.) auch in die folgende Form 
setzen: 

und dafür wieder können wir, da ja 
ist, auch schreiben: 



OX ^ Oll ov 



-j^^ COS (t, x) + —^~ cos (r, y) = 0, 
oder endlich 

(«8-) äT^ = «- 

Dieser Bedingwig muß also die Sti^ömungsfunktion <P m jedem Punkte 
der Begrenzung genügen; es muß ihr zweiter Differentialquotient ^ 
genommen 7iach den Richtungen der Normalen und der Tan- 
gente, verschwinden. — Handelt es sich sonach um die Bestimmung 
einer Flilssigkeitsbewegung der betrachteten Art, d. h. eines stationären, 
zweidimensionalen und kräftefreien Strömungszustandes, so gilt es, die Diffe- 
rentialgleichung dritter Ordnung (14.) unter Berücksichtigung dieser Rand- 
bedingung (18.) zu integrieren und so eine Strömungsfunktion * zu er- 
mitteln. Ist dies geschehen, so ist damit, wie am Schluß von § 1 näher 
ausgeführt wurde, ein Strömungszustand vollständig bestimmt. 

Bemerkt sei hier noch, da£ sowohl die Differentialgleichung (14.), 
wie auch die Randbedingung (18.) nur zweite Differentialquotienten der 
Strömungsfnnktion enthalten, und da£ man letzterer somit stets noch eine 
willkürliche lineare Funktion von x und y additiv hinzufügen darf, was augen- 
scheinlich auch auf die Werte (8.) und (9.) von U, V und p und somit 
überhaupt auf den durch die Strömungsfunktion bestimmten Bewegungs- 
zustand ohne Einfluß ist. — 
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Ferner sei auch noch bemerkt, daß wir nur der Einfachheit halber 
bisher die Annahme gemacht haben, die Flüssigkeit sei ringsam begrenzt 
von der festen Wand eines zylindrischen GefäiBes. Wir dtlrfen ebensogut 
annehmen, daß gewisse der erzeugenden Geraden des Zylinders Ein- bzw. 
Ansströmangslinien für die Flüssigkeit sind, oder gar, daß ausgedehntere, 
spaltförmige (d. h. von zwei solchen Geraden begrenzte) Ein- oder Aus- 
strömungsöffnungen in der Wand des Zylinders vorhanden sind. Dann gilt 
die obige Randbedingung (18.) natürlich nur für die Punkte, in denen die 
Flüssigkeit an feste Wände grenzt, während an den Öffnungen noch nähere 
auf das Zu- bzw. Abströmen der Flüssigkeit bezügliche Festsetzungen not- 
wendig sind, um den Bewegungszustand im Innern des GefUßes zu einem 
völlig bestimmten zu machen. 



§ 4. Der Spezialfall einer inkompressiblen Flüssigkeit. 

Wir wollen in diesem und dem folgenden Paragraphen noch den 
Fall etwas weiter verfolgen, daß die betrachtete Flüssigkeit inkompressibel 
ist. Am Schlüsse von § 2 stellten wir bereits fest, daß sich dann die Diffe- 
rentialgleichung, der die Strömnngsfunktion genügen muß, erheblich verein- 
facht und folgendermaßen geschrieben werden kann: 

WO J = -Q-i + ^-T ist und u und v als Abkürzungen in den aus (8.) ersicht- 
lichen Bedeutungen stehen. 

Ich will nun zunächst zeigen, daß wir uns in diesem Spezialfälle 
einer inkompressiblen Flüssigkeit auch von der einen einschränkenden Vor- 
aussetzung frei machen können, die wir über die Flttssigkeitsbewegnng bis- 
her immer machten, nämlich von der Annahme, daß keine äußeren Kräfte, 
wie z. B. die Schwere, wirken sollten. Setzen wir nämlich jetzt das Vor- 
handensein solcher äußeren Kräfte voraus und bezeichnen deren Potential 
mit W(a:,y,2r), so nimmt die erste der Euler^chen Gleichungen (4.) die fol- 
gende Gestalt an: 

^Bu du^ dV^ 1 dp 
dx dy 9a? e da * 
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Hierfür können wir jetzt, wo ja e konstant ist, auch schreiben: 

und entsprechend modifizieren sich auch die zweite und dritte der Euler- 
sehen Gleichungen; es tritt also in den Gleichungen (1.) an die Stelle von p 
immer nur der Ausdruck p + «.W, sonst bleiben alle Schlüsse ungeändert.*) 
Daher können wir die Resultate der in den ersten Paragraphen entwickelten 
Theorie, speziell angewandt auf inkompressible Flüssigkeiten, so zusammen- 
fassen: 

Es sei eine inkompressible Flüssigkeit (Dichtigkeit e) in einem zylin- 
drischen Gefäße eingeschlossen und stehe unter dem Einflüsse beliebiger äußei^er 
konservative^' Kräfte (^Potential VJ (x , y , z)) . Sie fahre eine stationäre ztvei- 
dimensionale Bewegung aus^ derart^ daß jedes Teilchen dauernd in demselben 
Querschnitte des Gefäßes bleibt und in allen diesen Querschnitten de7'selbe Be- 
wegungszustand herrscht Alsdarin lassen sich die Strömungskomponenten u 
und V und der Druck p in folgender Weise durch die Ableitungen einer ein- 
zigen Funkt ion^ der Strömungsfunktion ^(x^y), ausdrücken: 



(8.) 






(9'.) p = -eW(x,y,z)-(,5^+3^;-y(^-^)+4(^^^) . 

Diese Strömungsfunktion genügt der folgenden Differentialgleichung dnttei' 
Ordnung: 



*) Die dritte der ^Z^rschen Gleichungen besagt demnach jetzt nicht mehr, daß p, 

sondern daß 

p + £.W(;c,y, e) von z unabhängig^ 

ist. Setzen wir also W wirklich auch von z abhängig voraus, machen also die Annahme, daß 

^— 1 in der e-Richtung, 

d. h. senkrecht zu den Querschnitten des Gefäßes, besitzen, so wird der Druck p auch 
von z abhängig, die Druck Verteilung wird von Querschnitt zu Querschnitt eine andere 
werden, was aber an der Tatsache nichts ändert, daß die Bewegung seiher zweidimen^ 
sional verläuft, denn auf die den Bewegungazustand bestimmenden Großen u und v 
haben die äußeren Kräfte keifierlei Einfluß, diese bleiben nach wie vor bloße Funktionen 
von a und y [vgl. weiterhin die Formeln (8.) und (9'.)]. 
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der Differential^leichaog (14'.) genügt, so läßt sich dieses Resultat nocli 
weiter vereinfachen. Indem wir mit ti erweitem, folgt 

^ 2e«(u' + 2eu'dy^ 

oder auch, was nach (14'.) dasselbe ist: 

1 dj 



S = - 



2tv dx 



Somit können wir das Resultat folgendermaßen aassprechen: 

Die Wirbelkomponente ^ (Komponente der Drehung um die z^Achse) 
drückt sich bei der oben beschriebenen Bewegung auf die folgenden beiden 
Arten durch die Strömungsfimktion <P aus: 

Ich möchte diesen Paragraphen nicht beschließen, ohne die ent- 
wickelte Theorie noch auf einfache Beispiele anzuwenden. So wollen 
wir uns denn einmal die Frage vorlegen, ob es stationäre, zweidimensionale 
Bewegungszustände einer inkompressiblen Flüssigkeit gibt, bei welchen die 
Strömungsfnnktion lediglich vom Abstände r von einem festen Punkte ab- 
hängt — Wir wählen bei Untersuchung dieser Frage naturgemäß diesen 
Punkt zum Koordinatenanfangspunkte und führen überdies noch Polar- 
koordinaten r, 1* ein, indem wir 

x = r. cos &^ y = r . sin & 

setzen. Dann lehrt eine leichte Rechnung, unter der Annahme, daß ^ eine 
Funktion allein von r ist: 

W "^ — dx' ^ 0/ "" r dr ^^dr\r dr )^ r dr V dr J 

und, da sonach J seinerseits wieder nur von r abhängt, so folgt weiter: 

ffs ^ — ^ x^_^d_J n dJ__dJ y _dJ . f. 

^ ^ dx dr r dr ' dy dr r dr ' 

und ferner findet man leicht: 

a'* ö'* x'—y' d n d^\ ö'* 



dr^r dr J^ dxdy"^ r dr\r dr J^ 



dy^ r dr ^r dr^^ dxdy 
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und daraas dann weiter: 

\da' dy')'^^\dxdv)^\ r )\dr\r~df^)]' 



Somit hat die in (8.) und (9'.) auftretende Quadratwurzel, da sie immer 



positiv zu wählen ist, den Wert 



x' + y' I d /l d* 



\dr 



n d^ \\ 
\r dr)V 



Je nachdem nun j^ (- -^) positiv oder negativ ist, setzen wir 



dr \r dr 
d n d^' 



W -J^(?^)=±2W'-)I'. 

80 daß also der Wert jener Qaadratwarzel gleich 2M^^-~^- = 2AP wird. 
So folgt denn ans (8.), (9'.) und (20.): 



w 



SV 



= 2ilf'( 



x'-yx'+y* 



+--7), 



(euv= + 2AP.'^^), 



p = -eW(x,y,z)-l ^ + 2M'-2J\P, g = -.y^ ^ cos ». 



r dr "^*'"'" ^-'-^ ^ » 2g„ ^^ 

Verfolgen wir nun zunächst den Fall weiter, da£ 



(I.) 



d n d* 



( f )^o 



dr ^r dr 



ist, also den Fall des unteren Vorzeichens in den Formeln (c) und ((/), 
so ergiht sich: 






ft>'=2it/^~, (««t; = -2i»/'.?^) 



nnd daher: 



(e,) « = _.?; = 



23/ 



Ve 



Vi 



siui^, 



2Mx 2M a. 
—p" ~ = --=^ COSi*, 



und aus diesen Formeln ersehen wir zunächst, daß wir es in dem Falle (L) 
jedenfalls mit einer rotierenden Bewegung, einer Bewegung in lauter Kreisen 
um den Anfangspunkt zu tun hahen. — Wie sieht nun aher in diesem Falle 
die Strömungsfunktion ^ aus? — Die Bedingungsgleichung (14/): 



dx dy 
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ist jetzt, wie ein Blick auf die Formeln (6) und (Cj) lehrt, identisch be- 
friedigt, d. h. jede beliebige Funktion * von r kann also Strömungsfunktion 
sein, sofern nur ^•7-(:: -7-) = -"2 {il/(r)P, rf. A. <0 ist (toas sich nötigen- 
falls durch einen Vorzeichenwechsel von ^ erreichen läßt). Die Bewegung 
der Flüssigkeitsteilchen erfolgt dann in konzentrischen Kreisen um den Anfangs- 
punkt, und zwar besitzen die Teilchen im Abstände r sämtlich die (lineare) 
Geschwindigkeit 

Ferner ist die Wirbelkomponente aller dieser Teilchen: 

^ 2 £ ' 2 A/ * ~dr "■ 4 y f . M(r) * dr\ r dr v dr A 

[vgl. die Formeln (20), (a), (6) und (^i)]. — Endlich ist die Druckverteilung 
bestimmt durch die Formel: 

\kir N 2 d^ 

Begrenzt zn denken haben wir nns natürlich die FlOssigkeitsmasse 
von einem Kreiszylinder oder von zwei konzentrischen solchen Zylindern; 
die Randbedingung (18.) ist dann, wie man leicht erkennt, von selber erfüllt. — 
Die Willkürlichkeit der Funktion ^ (?) steht in bestem Einklang damit, daß 
die einzelnen konzentrischen Schichten einer so begrenzten ihkompressiblen 
Flüssigkeit sich augenscheinlich mit von einander gänzlich unab- 
hängigen Geschwindigkeiten an einander vorbei bewegen können. — 

Wir wollen nun auch noch den zweiten Fall näher ins Auge fassen, daß 

ist, also in den Formeln (c) und (d) das obere Vorzeichen anzuwenden 
ist. Dann folgt also nach den letzten Formeln (d): 

eii'^2M'>-~, €v' = 2M''%, (suv = + 2M'-,^) 

nnd daher weiter: 

(«n) M = —^- -=—=.- COS i?, f; = -7=^.-=— =- Sind 



Neumann y über eine neue ReduJctionsmethode bei hydrodynamischen Problemen. 207 

und hieraus ersehen wir zunächst, dafi in diesem Falle (II.) jedenfalls eine 
Radialbewegung vorliegt, und sodann nimmt die Bedingungsgleichnng (14'.) 
für die Strömungsfnnktion mit Rücksicht auf (6) die einfache Form an: 

2M d£__r. 

Falls also nicht mit M gleichzeitig u und v zu werden sollen [vgl. (e^)], 
also ein Zustand vollständiger Ruhe vorliegen soll, muß 

(f.) T"==^» ^"^ daher ^^~ ^ (r-^) = const., z, B. =4i4 

sein, woraus sich durch Integration 

4>(r) = Ar' + B\ogr+C^A(x' + f) + Blogr + C 

ergibt. Die Konstanten A und C bleiben dem Zusätze von S. 203 zufolge 
ganzlich unbestimmt, B hingegen müssen wir mit Rücksicht auf die An- 
nahme II negativ wählen. Wir setzen B^ — ß^. Dann wird 



dr \r dr^ r* ' r 



und wir können daher u,v,p und ^ nach den Formeln (ej^ und (d) sofort 
berechnen. Speziell für ^ ergibt sich ein sehr einfaches Resultat; mit Rück- 
sicht auf (/) folgt nämlich: ^ = 0, sodaß wir das Resultat unserer letzten 
Überlegungen etwa so aussprechen können: Die einzige nicht in einer Ro- 
tation um den Anfangspunkt bestehende Bewegung^ bei welcher eine nur vom 
Radiusvektor r abhängige Strömungsfunktion existiert^ besteht bei einer inkom- 
pressiblen Flüssigkeit in einer wirbelfreien Radialströmung (üb7ngens der 
einzigen solchen). Die Strömungsfunktion hat dann die folgende Form: 

0(r)=/5Mogl + (A7^ + C), 

wo ßy A und G willkürliche Konstanten bedeuten, und die Geschwindigkeit 
aller Flüssigkeitsteilchen im Abstände r vom Anfangspunkte ist: 

und über die Druckverteilung gibt die folgende Formel Aufschluß: 

p = -«-W(a:,y,^) — ^-4^1. 
Dabei bedeutet W (x, y, z) das Potential der äußeren Kräfte. 
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§5. Weitere Spezialisierung durch Beschränkung auf wirbel freie Zustände. 
Strömungsfunktion und Geschwindigkeitspotential 

Wir wollen jetzt noch untersuchen, wie sich bei Einführung der 
Strömungsfnnktion speziell die Behandlung wirbelfreier Bewegungen gestaltet. 
Bei ihnen ist überall die Wirbelkomponente C = und aus der doppelten 
Darstellung (20.) für X> folgt daher gleichzeitig 

^- = und 5- = 0, und daher: .i*=con8t. 

Im Falle einer wirbelfreien Bewegung muß demnach die Bedingungsgleichung 
(14'.) für die Strömungsfunktion 

u -^— + V ^- = 

ox oy 

in der Weise befriedigt sein^ daß 

(21.) .^*^|5 + 0=const. 

ist^ es genügt in diesem Spezialfälle also * einer Differentialgleichung von 
nur der zweiten Ordnung^ und überdies ersehen wir aus diesem Resultate, 
daB gerade diese wirbelfreien Bewegungen den Ausnahmefall darstellen, 
von dem am Schlüsse von § 2 die Rede war, sodaß wir unser dortiges 
Resultat jetzt präziser so formulieren können: Bei allen Wirbelbeivegungen 
inkompressibler Flüssigkeiten sind, wenn die Strömungsfunktion ^ bekannt ist, 
die Stromlinien dargestellt durch die Gleichung ^0 = const*) 

Doch kehren wir zurück zu den wirbelfreien Bewegungen. Da 
wir dem „Zusatz^ von S. 203 zufolge zur Strömungsfunktion stets ein 
beliebiges Glied von der Form c(x^ + i/^) hinzufügen und daher ^* um 
eine ganz beliebige Konstante (2 c) vermehren können, so bedeutet es augen- 
scheinlich keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn wir den nach (21.) 



*' 



Nach den Formeln (8.) und (9'.) ist 

und daß dieser Ausdruck bei wirbelfreien Bewegungen in der ganzen Flüssigkeit, 
bei Wirbeibewegungen aber auf der Bahn jedes einzelnen Flü^gkeitsteilchens einen 
konstanten Wert hat — stationäre Strömung vorausgesetzt — , ist seit langem bekannt. 
Vgl. z. B. Lamb, Hydrodynamics (3. Aufl., Cambridge 1906) Art. 21 pag. 18—19. 
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konstanten Wert von d4^ speziell gleich annehmen; demgemäß können 
wir auch sagen : Bei wirbelfreien Bewegungen einer inkornpressiblen Flüssig- 
keit genügt die Slrömungsfunktion <P überall im Innern der Flüssigkeit der 
Laplaceschen Differentialgleichung: 

J<P^O d.i. ^+^^ = 

und überdies in allen Randpunkten der Bedingung (18.): 

ö'^ r^ /v = Richtung der Normale \ 

dvdr Vt = Richtung der Tangente im Querschnitt' 

Um einen solchen Strömungszustaud zu ermitteln, hrauchen wir also 
hiernach nnr die Differentialgleichung 

(22.) Jfp = unter dieser Randbedingung , - =0 

zu integrieren. Ist das geschehen, so erhalten wir die Strömnngskompo- 
nenten u und v aus den Gleichungen (8.): 



(22'.) 



die sich augenscheinlich jetzt (wegen ^* = 0) noch vereinfachen liefen« 

Andererseits können wir uns aher zur Ermittelung eines wirbelfreien 
Bewegungszustandes auch des Geschwindigkeitspotentiales (p bedienen. 
Alsdann lautet die entsprechende Regel folgendermaßen: Man bestimme die 
Funktion (p(pc,y)^ indem man die Differentialgleichung 

(23.) J<p = unter der Randbedingung g^ = 

integriert (letzteres weil nämlich die begrenzenden Wände fest sind). Als- 
dann erhält man fUr die Strömungskomponenten die Darstellungen: 

(23'.) u = p und v = p. 

^ "^ ox dy 

Die wirbelfreien Bewegungszustände kann man also nach Belieben 
durch Angabe der Strömungsfunktion 4», oder auch des Geschwindigkeits- 
potentials ip bestimmen, und diese beiden Funktionen befriedigen dieselbe 
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Differentialgleichnng, doch durch die Randbedingungen, denen sie genttgen, 
unterscheiden sie sich von einander. — Von den beiden Darstellungsweisen 
(22'.) und (23'.) fUr den Bewegungszustand ist ja unstreitig die mit Hilfe 
des Geschwindigkeitspotentiales (p die einfachere, doch hat die andere ver- 
mittelst der Strömungsfunktion <P das vor ihr voraus, daß sie eben 7in ver- 
ändert auch bei Wirbelbewegungen gilt — nur daß dann die Strö- 
mungsfunktion nicht mehr der Laplace^chen Gleichung genügt, während von 
einem Geschwindigkeitspotential dann Überhaupt nicht mehr die Rede 
sein kann. 

Bei wirbelfreien Bewegungen nun, wo also Strömungsfunktion und 
Geschwindigkeitspotential gleichzeitig existieren, liegt es nahe, nachdem 
Zusammenhange zwischen diesen beiden die Bewegung voll- 
ständig beschreibenden Funktionen zu fragen. Dazu bemerken wir 
zunächst folgendes: Beide Funktionen genilgen in diesem Falle der Laplace- 
sehen Differentialgleichung, jede fUr sich kann man daher ansehen als den 
reellen Teil einer Funktion der komplexen Variablen z=x+iy, man kann 
zu *(x, y) und (p(x^ y) in bekannter Weise die imaginären Bestandteile ^{x^y) 
bzw. ip(x,y) hinzubestimmen, derart, daß 

(24.) <P(x,y)+t'F(x,y)=n(z) und (p(x,y)+txff(x,y)==ü}(z) 

ist, und dann empfiehlt es sich, anstatt nach der Beziehung zwischen den 
reellen Funktionen <P und q) nach der zwischen den komplexen Funk- 
tionen S2 und et) zu fragen. — Zu ihr gelangen wir, wenn wir die beiden 
Größen «(w'— v') und euv in doppelter Weise, nämlich einmal durch die Ab- 
leitungen von 0, das andere Mal durch die von (p ausdrücken. So erhalten 
wir zunächst die folgenden Beziehungsgleichungen: 

^\dx' dy'J^^WdxJ \dy) r ^dxdy ^ dx^ dy' 

Berücksichtigen wir nun noch die Differentialgleichung J4^=0 und die be- 
kannten Cauchy-Riemanmohen Differentialbeziehungen zwischen reellem und 
imaginärem Bestandteile einer Funktion komplexen Argumentes, so können 
wir hierfür auch schreiben: 

ox l^ox^ \dxyj^ ox ox dx 

und die zweite dieser Gleichungen mit —2t multipliziert und zur ersten hinzu- 
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gefügt, liefert uns: 

4^^:^ .a^^x /ö^ .öi^Y oder 4^--.r^Y 

Da es aber bei Funktionen komplexer Variablen anf die Differentiations- 
richtung nicht ankommt, können wir hierfür auch allgemeiner schreiben: 



2 



(25.) *0=.-(S 

und dieses Resultat in Worten dann so formulieren: Es seien 4>{x^y) und 
(p (x, y) Strömungsfunktion und Geschivindigkeitspotentialj wie sie ein und 
demselben wirbel/reien Bewegungszustande einer inkompressiblen Flüssigkeit 
entsprechen, und es seien il {z) und co (jz) diejenigen Funktionen der komplexen 
Variablen z=^x-\-iy, deren reelle Bestandteile 4>{x^y) bzw. (p(Xjy) sind. Ah- 
dann besteht zwischen S2 und co die Beziehung (25.). 

Wir wollen dieses Resultat auf einen speziellen Fall anwenden und 
dazu benutzen, in ihm die Strömungsfunktion zu bestimmen: Wir denken 
uns zwei elliptische Zylinder gegeben, welche über konfokalen Ellipsen 
(Fokalabstand 2 k) stehen. Zwischen beiden Zylindern bewege sich wirbel- 
frei eine inkompressible Flüssigkeit. Das Geschwindigkeitspotential (p dieser 
Bewegung ist alsdann der reelle Bestandteil der Funktion A.arc cos ,, wo 
A eine willkürliche reelle Konstante bedeutet; somit ist jetzt 

^ (o(z)^(p(x,y) + itf;(x,y) = A.9LVC cos ^ , 

denn, wie man sich leicht überzeugt, gehören jene beiden Zylinderflächen 
dem Flachensystem tpQc, t/) = con8t. an, es ist also auf ihnen die tangentiale 
Ableitung von tp und daher auch die normale Ableitung von (p gleich 
und durch diese Eigenschaft ist das Geschwindigkeitspotential ja charak- 
terisiert [vgl. (23.)]. — Welches ist nun bei der hier betrachteten Bewegung 
die Strömnngsfunktion 4>? Zur Bestimmung der zugehörigen Funktion ii (z) 
[vgl. (24.)] ergibt sich nach (25.) die Differentialgleichung: 

und diese liefert integriert: 

ß(^) = ^|(A: + ^)log(A: + ^)-h(^-^)log(A:--z)}. 
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Es ist somit die Strömungsfunktion <P(x,y) der wirbelfreien Bewegung zwischen 
jenen beiden elliptischen Zylindern der reelle Teil dieser Funktioii £i{z). — 

Entkleiden wir diese letzten, hier aach noch an einem Beispiele er- 
läuterten Resultate jedes physikalischen Beiwerks, so können wir sagen: 
In diesem Verfahren die Strömnngsfnnktion einer wirbelfreien Bewegung 
aus dem Geschwindigkeitspotentiale herzuleiten, haben wir ein Mittel ge- 
funden, ganz allgemein die Lösung unserer neuen Randwertaufgabe (22.): 
ßr ein gegebenes Gebiet die Differentialgleichung 

.>/0=r=O unter der Randbedingung ^ ^ —0 zu integrieren 

zu7*ückzufähren auf die Lösung der Aufgabe (23.): fiir dasselbe Gebiet die Glei- 
chung 

/i(p = unter der Randbedingung ^— = zu integrieren. 

Letzteres Problem stellt bekanntlich nur einen Spezialfall der söge- 
nannten zweiten Randwertaufgabe der Potentialtheorie dar. — Beide Probleme 
haben augenscheinlich nur Sinn für mehrfach zusammenhängende Gebiete, 
weil ihre einzige Lösung sonst eine Konstante (bzw. eine lineare Funktion) ist 

Einer Besonderheit der Strömungsfunktion bei wirbelfreien Bewegungen 
sei hier noch Erwähnung getan: Diese besteht darin, daß, wenn *(a:, y) 
eine solche Strömungsfunktion ist, es —4>(x,y) ebenfalls ist, denn genügt 
+ der Differentialgleichung .i* = 0, so tut es die Funktion —<P ftuch 
noch. Das war, wie das Beispiel am Schluß des vorigen Paragraphen 
lehrte, bei Wirbelbewegungen durchaus nicht der Fall, wo an die Stelle 
von ^^* = die Differentialgleichung dritter Ordnung ^^-+^^-^- = trat: 
dort konnten wir wegen der in u und v enthaltenen stets positiv zu be- 
stimmenden Quadratwurzel [vgl. (22'.)] nicht ohne weiteres * mit — * ver- 
tauschen, und darum mußte in jenem Beispiele, wenn 4> eine im übrigen 
auch ganz beliebige Funktion von r bedeutete, doch das Vorzeichen 
ganz speziell gewählt werden, wenn wir sie als Strömnngsfunktion ansehen 
wollten — nur in dem Spezialfälle einer wirbelfreien Bewegung durften 
wir auch das entgegengesetzte Vorzeichen benutzen — - in bestem Einklang 
mit unserer obigen Behauptung. 

Wir wollen nun untersuchen, in welcher Beziehung allgemein die 
beiden durch die Strömungsfunktionen *o = + *(a:,y) und *i = — *(^5^ 
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bestimmten wirbelfreien Strömungen zu einander sieben. Wir fahren zu 
diesem Zwecke die Winkel ^l,, und l^ ein, welcbe die Stromlinien in dem 
einen und dem anderen Falle im Punkte xy mit der a-Ricbtung einschließen; 
dann gelten zunächst die Formeln 

tg^. = "* und tg A, = ^' . 

° Mo ^ u^ 

Bei einem Vorzeichenwechsel der Strömungsfunktion vertauschen sich 
nun den Formeln (22'.) zufolge die Quadrate w^ und v'^ der Strömungskom- 
ponenten, so daß also u\ = vi und v\ = nl ist, und bezüglich des Vorzeichen« 
folgt aus der Formel €?nj = 2g— g- , daß mit * gleichzeitig eine der Größen 
u und V das Vorzeichen ändert, so daß sich das Resultat ergibt 

d. h. die beiden Strömungen stehen senkrecht auf einander. Ein bloßer Vor^ 
Zeichenwechsel der Strömungsfunktion verändert also den Strömuugs- 
zustand in derselben Weise, wie es bei der Darstellung vermittelst des Ge- 
schwindigkeitspotentiales (p der Übergang zu dem konjugierten Potentiale ip 
tut — ein Übergang, der doch immerhin die Ausführung einer Quadratur 
erfordert. — 

Diese letzte Überlegung legt die Frage nahe, wie sich der Strömungs- 
znstand ändert, wenn wir die Strömungsfunktion ^(x^y) durch das konju^ 
gierte Potential V(x^y) ersetzen [vgl. (24.)]. Ich behaupte: man erhält dann 
eine Ströjnung, die zur ersteren unter* einem Winkel von 45^^ geneigt ist. — 
Mit Bezug auf die ursprüngliche Strömung (Strömungsfunktion *o = *(Ä:,y)) 
folgt: 

2^ 4 ö'* ö'^ 









und bei der Strömung mit der konjugierten Strömungsfunktion *2 = V(x, y) 
entsprechend : 

rg^Aj, — d^ 1 

87^ 
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oder mit Rücksicht auf die Canchy-RiemannBchtn DifferentialbeziehuDgen 
zwischen V und *: 

tg2^ = _ W. d.i. tg2A3 = -,g4Är*K(2^ + 0' 

dxdy 

also folgt tatsächlich: 2;i2 = 2A„4- ~ oder Xj — A„ = ~^ d. h. beide Strö'muDgen 
bilden mit einander einen Winkel von 45". Q. e. d. 

§ 6. Schlußbemerkungen. 

Der im obigen ausführlicher behandelte Ansatz, hydrodynamische 
Probleme durch Einführung der Strömnngsfunktion auf die Ermittelung 
dieser einen Funktion zurückzuführen, bedarf zu seiner Anwendbarkeit ge- 
wisser einschränkender Voraussetzungen, eben daß die Bewegung stationär 
und zweidimensional und, wenn die Flüssigkeit nicht inkompressibel ist, 
auch noch kräftefrei sein soll. Diese Voraussetzungen weisen dieser Be- 
handlungsweise von FlUssigkeitsbewegungen einen immerhin nur beschränkten 
Anwendungsbereich zu. Andererseits mag aber an dieser Stelle auch darauf 
hingewiesen werden, da£ man eine Reihe von Voraussetzungen jetzt fallen 
lassen kann, die man sonst in der Regel macht, und wie sie z. B. auch 
notwendig sind, um ein Geschwiudigkeitspotential einführen zu können. Da 
ist zunächst die Beschränkung auf wirbelfreie Bewegungen zu nennen, von 
der oben bereits mehrfach die Rede war, aber weiter bedarf es über die 
Natur der betrachteten Flüssigkeit, um den Ansatz mit dem Ge- 
schwindigkeitspotential macheu zu können, noch der Annahme, da£ die 
Dichtigkeit lediglich vom Drucke abhängt, während der Ansatz mit der 
Strömungsfunktion von einer solchen (der Einfachheit halber auch oben 
gemachten) Voraussetzung in Wahrheit unabhängig ist, vielmehr auch noch 
gilt, wenn wir die Dichtigkeit der Flüssigkeit noch von anderen Faktoren 
wie z. B. der Temperatur abhängig annehmen. So bietet dieser Ansatz denn 
einen Weg, Strömungszustände (etwa von Gasen) auch bei Berücksichti- 
gung der Wärme leitung zu behandeln,*) worüber sich in der Literatur 

*) Eine kurze Mitteilung über diesen Gegenstand habe ich veröffentlicht io den 
Sitzungsberichten der Gesellschaft zur Beförderung der gesamten Naturwissenschaften zu 
Marburg 1906. Vgl. auch die Marburger Inaugural-Dissertation von E. Oettinger: Über 
stationäre Gasbewegungen mit ßerücksichtigung der inneren Wärmeleitung (1907). 
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abgesehen von der Aufstellung der allgemeinen Differentialgleichungen, 
bisher nur wenig Angaben finden, trotz der großen Bedeutung für viele 
physikalische und auch technische Fragen. Auch bei Berücksichtigung 
der Reibung läßt sich der Ansatz mit der Strömungsfunktion mit nur 
unbedeutenden Änderungen durchfuhren; er bleibt sonach in einer Reihe von 
Fällen anwendbar, in denen die Unterscheidung zwischen Wirbelbewegungen 
und wirbelfreien Bewegungen ganz hinfällig wird, weil bei ihnen der Satz 
von der Erhaltung der wirbelfreien Bewegung nicht mehr gilt, und bei 
welchen schon aus diesem Grunde von der Existenz eines Geschwindigkeits- 
potentials keine Rede sein kann. 

Zum Schlüsse sei noch erwähnt, daß einer ganz analogen Behand- 
lung, wie wir sie oben für die zweidimensionalen stationären Bewegungen 
angegeben haben, auch die eindimensionalen nicht stationären Bewegimyen 
fähig sind, bei denen also an die Stelle der beiden Raumkoordinaten 
Qc und y) als unabhängige Veränderliche eine Raumkoordinate und die 
Zeit treten. 
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Congruences de triangles, cubiciues gauches et autres 
variöt^s annulant des matrices. 

Par M. M, Sfui/vf/ert a (Jand. 

Jjii 1902, dans uii volume intitule Kinde de quekines surfaces uhjehn- 
qties engendrees par des courhes du second et du troisieme ordre (Gand, Hoste 
et Paris, Gauthier -Villars. — Chapitre III), nous avons Studie une ron- 
fjrnence ou yerhe G de cubiques gauches ayant en commun trois bis^cantes 
et deux points. Cette gerbf' a pour cas limites, la <jerhe de liet/r formte 
dejs cubiques gauches par cinq points et la fjerhe de Sfj/rjn forraee des cu- 
biqueji gauches ayant le mfime t^tra^dre d'osculation. Notre ouvrage n^est pas 
arriv(5 en ordre utile pour etre cit^ dans V Encncloimlie der vuifhemaiMien 
Wissensciwfteif: on y trouvera la bibliographie des syst^mes de cubi(|ue8 gauches. 

Vrrs la meme ^poque, M. Veneroui (liend, circ. wut, Pfdenno. 1902; 
liend, li, />/. Lonib. 1904) a examinö les congruences de courbes gauches 
d'ordre ni et de genrc /^; il a consid^r^ edles de ces congruenci^s qui sont 
d'ordre p et de classe 7, en entendant par la que p courbes passent par un 
point arbitrain* d(» Tespace et que 7 d'entre ellcs ont pour bisecante une 
droite donnee; il a ensuite attribue a p et 7 les valeur^ les plus simples 
et aj^plique sos resultats aux cubiques. 

En nov(»mbre 1905 nous avons, dans une note inseree dans les 
Coinpfes Rendfi,^ de IArnfh'>niie des sciences de Pf/ris, csquiss^ uno methode 
donnant la Classification et la reprcsentation analyti((ue des congruences 
lin^aircs de cubiques gauches. Cette methodt* s'appli(iue k des vari^t^s 
plus ^lev^es; nous l'exposons ici in extenso, 

Chacun des types de congruences dont nous donnons les equations 
peut etre Studie en detail en suivant la marche que nous avons indiqude 
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On peut prouver que, pour des valeurs süffisantes des qnantitös Pi 
et ^jt) 1^ Dombre des points animlant la matrice ||a,;t|| ^st toajours supörienr 
au nombre de conditions d^finissant od" courbes C; mais ce rösnltat n'est 
pas indispeusable pour ce qui suit. 



§ 2. Evaiiouüsement identique d'une matrice. 

Nous aurons ä rechercher quand nne matrice k deux lignes et trois 
colonnes de formes ä uue s6rie de variables a'i, 0:2, ....r^ s'anuule pour toutes 
les valeurs des variables. Dc^signons chaque ^l^ment par sou degrö, 

;• m m' m" |' 

li n n n \\ 

supposons Ics nombres m^ m\ m" sup^rieurs ä n, 7i', 71" et tels que tout döter- 
minant extrait de la matrice soit une forme homogene en a-j, ä-2, ... ar^. 

Si n et )i' ont un facteur commun d'ordre /:, posons symboliquement 

n = Ä: (n — /:), 71'^ k (n' — ä:); 
le d^terminant 

711 )t' — 7?i' 71 = Ä: [m (/i' — k) — m' (/i — ^)] 

doit s' animier pour toutes les valeurs des variables. Or les 00''"^ syst^mes 
de valeurs qui annulent 71' — k^ sauf ceux, en nombre 00'^"^^ qui annulent 
aussi 71 — k^ doivent annuler m'; donc ii'—k est un facteur de m' et Ton 
a symboliquement 

?n'= (?t' '-k)a^ 7)i = (ji '-k)a. 

Si alors h est le plus grand commun diviseur de k et ?/", posons 

k=h(k--h), n" = h{n"^h), 
d'oü 

n = h(k^h)(n-k)=hQi-h), n' = h(k'-h)(7i'^k)=hQi'--hy, 

le d^terminant m)i' — 7n'*n devient 

(M-/:)ö/iOi"~/0-m"A(/:-/0(M-^)=0; 

donc, comme /;— A et ?/'—// n'ont que cx.^"^ systfemes de valeurs communes, 

m"= [i (/i" - Ä) , a=l3(k-^ h) , 



Stuyvaert, congi*uences de tnangleSy vubiques gauches et autres varietes, 219 

d'oü 

Ainsi, dans wie matnce identiquement nulle ä devx lignes et trois co- 
lonnes^ st les elemenis dune Itgne ont iin facteur commnn /i, les eUmeyüs de 
Vautre ont nn facteur commun ß et, apres suppression de ces facteurs, les 
elements d\ine ligne sont identiques aux elements correspondants de l\mtre. 

La matrice est encore identiqaement nulle quand les ^l^ments d'nne 
ligne ou ceux de deux colonnes sont identiqaement nals ou quand les ^1^- 
ments^d'uue colonne sont nuls et que, dans le d^terminant restant il y a un 
facteur commun ä chaque ligne et ä chaque colonne. Ce sont lä des cas 
particuliers pouvant se ramener ä T^nonc^ gen^ral par le principe de Taddition 
des lignes ou colonnes, pourvu qu'il n'y ait qu'une serie de variables. S'il 
y a plus d'une s^rie de variables ces cas particuliers devront etre examin^s 
ä part. 

§ 3. CongrueJices lineaires de varietes algebriques. 

Soit une matrice, ä / lignes et /+1 colonnes, de formes de degr^ 
quelconque en ^i,.T2» ••• ^d? les coefficients de ces formes ^tant, ä leur tour, 
fonctions de trois param^tres homogenes er,, «2, «3. Les degr^s des ^l^ments 
en o; et en cc sont tels que tout d^terminant extrait de la matrice est une 
forme homogene en x et en a. 

Pour chaque Systeme de valeurs de «„ «2, «37 la matrice ^gal^e ä 
z^ro repr^sente, en x^^Xz^... x^^ une vari^t^ alg^brique ä rf— 3 dimensions 
dans Tespace ä rf— 1 dimensions (une courbe gauche pour d=4, un groupe de 
points d'un plan pour rf=3). Quand les paramfetres« varient on a une con- 
gruence de 00^ vari^t^s. Si Ton donne au contraire un point x^ donc un 
Systeme de valeurs de x^^ ^Tj, . . . x^^ la matrice s^annule pour un nombre fini 
fi de valeurs des param^tres «, en d^autres termes pour iti points a, car on 
peut regarder cfi, «2, ct^ comme les coordonn^es d'un point « dans un plan. 
La congruence consid^r^e est alors, en g^n^ral, d'ordre //, c'est-ä-dire que 
tout point X appartient ä /u vari^t^s de la congruence. 

Si, parmi les /u points a röpondant k un point quelconque x^ il y en 
a s fixes pour tous les points x^ et /i—s variables avec x, la congruence 
s'abaisse ä Tordre fx—s et r^ciproquement. 
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La congriieiice est /meaiff^ quand, des ,u points «, a — 1 sont fixes, 
quel qiie soit .r. 

Ces points fixes peuvent coincider entre eux, tous ou en partie. Kn 
faisant preceder la matrice d'une ligne de formes ind^pendantes des x et 
de degre le moins eleve possible eu «, on obtient, comme au § 1, des 
coarbes C en «; si un point fixe a est j"^'' sur chacune de ces courbes, il 
compte pour /" points fixes o. 

Ces d^veloppements rappellent la th^orie des trav^fonnations Cremona. 
Mais jusqu'ici rien ne vient limiter, dans un sens ou dans Tautre, le 
nombre de ces points fixes «. La seule chose k faire est donc de flonner, 
au nombre de lignes de la matrice et aux degr^s des el^ments, les valeurs 
les plus simples et d'examiner ces cas un k un. 

§ 4. Paranu'tres intervena/U <n( degre 1 ou 0. 

La matrice est encore k / lignes et /+ l colonnes de formes Un, de 
degr^ r.-^S;, en ./,,./,, .. .:i> 

Lorsque les parametres a ne figurent que dans une colonne, en faisant 
abstraction de cette colonne, on a un determinant qui s'annule pour une 
hypersurface contenant toutes les ^'^ vari^tes de la congruence; par un point 
arbitraire hors de cette hypersurface, il ne passe aucune vari^t^; on peut 
dirc que la congruence est d'ordre z6ro. 

Lorsque les parani(!*tres a. figurc^nt, au premier degre, dans un ligne 
ou dans deux colonnes seulement, la matrice, pour chaque point .r, repr^sente 
un seul point a; il n'est pas question de points fixes a et les Systeme» de 
courbes l ' sont des faisceaux de droites sans point fixes commun. La con- 
gruence, dans ce cas, est toujours Unfaire. Si Ton ne consid^re que deux 
lignes et trois colonnes de formes linc^aires en .r, on a les deux types 
suivants: 

.j. |: «i <fx + «2 b,-^(r, c, et, a^ + a.^ b'^ + a^ c^ a, a^^it, b'^+ a^ c^ i 

^^^1 iL rf; < ' 

S'il y a quatrc variables homogenes ;r„ jl^, ,(-3, ,r^, ces formules re- 
pr^sentent deux congruences Unfaires de cubiques gauches. 
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§ 5. Parametres lineaires dans tous les »Hthnents, 

Bornons-nous ä la matrice ä deux lignes et trois coloimes de formes 
d'ordre qnelconque en x^^X2^...x^ et Unfaires en rfx^ct^.ot^^ 

^aiüii ^ct-b., ^a-c.i 
M= I -0, 0-1,2,3). 

Les courbes C en «r s'obtiennent en faisant preceder M d'une ligne 
de constantes et forment un r^seau de coniques. Des trois points ec repon- 
dant k un point .r, deux doivent etre fixes et, evidemnient, simples sur les 
courbes C. 

Supposons d'abord ces deux points fixes a distinets, et plagons-les 
aux soramets «i a^ et otj a^ du triangle de rdf^rence des «. Pour tout point 
.7-, la matrice M s'annule quand on y fait «, = «2 = 0; et inversement, si 
«, = «2=0, on a 

^3 ^3 ^13 'I 

h «^23 fhi ^ 



N,= 



= 0, 



quel que soit le point .r. L'autre point fixe a^ ==«3 = donne de meme 

A2 = ' . = 0. 

! (h2 f>n C^i 1 

Nous avons vu (§ 2) commcnt des matrices i>areille8 peuvent 6tre 
identiquement nulles: les el^ments d'une ligne doivent avoir un facteur 
commun dont le degr^ en x peut aller depuis z^ro juaiju^au degr6, le moins 
61ev^ en x^ des ^l^ments de M] les Clements de l'autre ligne ont aussi un 
facteur commun dont Tordre se d^duit du prec^dent; et les facteurs restants 
sont identiques par colonnes, k une meme constante pr^s. Les cas oü les 
^l^ments d'une ligne ou d'une colonne sont identiquement riuls ne doivent 
pas etre consid^r^s k part, parce que les Clements de N^ ou N^ sont, dans 
la matrice i/, les coefficients des memes parametres «2 ou a^ et qu'on peut 
donc, par addition de colonnes ou de lignes dt' J/, ramener les cas d'^16- 
ments identiquement nuls dans unc ligne ou colonne de iVj (ou N^ aux cas 
d'^l^ments identiques dans deux lignes ou colonnes. 

Tous les cas oti ^^3 s'annule identiquement ^tant combin^s, de toutes 
les mani^res possibles, avec les hypothfeses analogues relatives k iVj, on 
obtient toutes les congruences lineaires des vari^t^s consid^rt^es, en tant que 
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les param^tres cc soiit Unfaires partout et quo les denx points fixes a sont 
distincts. 

Supposons ensnite qae les courbes C aient deax points communs in- 
fiDiment voisins, c'est-ä-dire aient par exemple au point a^ cc2 la meme tan- 
gente «i = : les termes en «3 et en «2 «3 doivent manquer dans leurs 
^quations et Ton a d'abord 

'I «,3 ^3 Ci3 : ^ 

: ^'23 ^23 ^23 : 



et ensuite 



(P) 



«12 Ä23 + ai3 622 — «22 ^13 — «23 ^12^0, 
«12 ^23 "T «13 ^22 "" «22 ^13 «23 ^12 ^ v, 
^12 <^23 I ^13 ^22 — ^22 <^13 ^23 <?l2^v» 



Les diverses liypoth^ses qui annulent iV3 ^tant port^es dans les iden- 
tit^s (P), ou analyse facilement tous les cas possibles pour que ces derni^res 
soient satisfaites. Meme pour des degr^s relativement petits des formes en 
x^^ .2*2, . . . Xrf, le nombre des combinaisons possibles est consid^rable. 

Circonscrivons le probl^me en supposant que les formes öf^, 6^^, c^j, 
soient toutes Unfaires en x^^X2^...iV^. Les r^sultats que nous obtiendrons 
nous fourniront, pour d = ^ des congruences Unfaires de cubiques gauches, 
pour ^/ = 3 des congruences lin^aires de triangles dans un plan. 

Dans ce champ plus restreint, pour que iV3 s'^vanouisse identiquement, 
il faut: ou bien que les öl^ments d'une ligne de N^ soient identiques k des 
constantes pr^s; alors il en est de mSme dans l'autre ligne et Ton peut, par 
soustraction, faire disparaitre a^ de deux colonnes de M: ou bien les ^l^ments 
d'une ligne sont identiques, ä une mgme constante pr^s, aux öl^ments corres- 
pondants de Tautre ligne et, par soustraction, on fait disparaitre «3 d'une 
ligne de M. En supposant les deux points fixes a distincts, on combine ces 
hypothöses avec celles qui amönent T^vanouissement de N2 et Ton a les 
cas suivants. 

1" Le pararaötre r^j manque dans une ligne de M et «3 dans l'autre, 
ce qui fournit le type que voici: 

riiD ■ ^' ^^' "^ ^' ^' ^' ^' "*" ^^' ^' ^' ^' "^ ^^ ^' i = 
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Si la sonstraction qai £ait disparattre a, de la seoonde ligne, en 
faisait disparattre en m^me temps or,, on se troaverait dans le cas da type 
(I) Signal^ au paragraphe pr^c^dent. 

2'^ Les param^tres «^ et 0P3 manquent chacan dans deax colonneS| 
mais non tous deux dans les mSmes colonnes; c'est an cas particalier da 
type (II) da paragraphe pr^c^dent. Si a^ et 0^3 ^taient absents des deax 
rngmes colonnes, on anrait ane congrnence d'ordre z^ro signal^e plns haat 

3" Un param^tre manqne dans une ligne et an aatre dans deax 
colonnes; voici alors le type qae Ton obtient 

«1 «,+ Cf2 6,+ «3 C, «1 <+ «3 C'^ öj <'+ «3 C" 

«,^, + «2^ «l^x «iC?« 

Dans le cas des points fixes a colncidents, on a encore N^^O et 
Ton peat faire disparattre 0P3 d'ane ligne oa de deax colonnes. 

1" Snpposons la premi^re de ces Operations possible et effecta^e, donc 

«23 ^ ^23 ^ ^3 ^ W; 

les identit^s (P) deviennent 

^13 ^U ^JS 

023 ^22 ^ 



(IV) 



= 0. 



Pl= 



= 0, 



Si les ^l^ments de chaqae ligne de P, sont identiqnes, ä des coostantea 
pr^s, on peat, par sonstraction de colonnes, ramener an type snivant, assez 
analogue, comme forme, au type (IV): 

o, a, + «, 6, -f «j c, a, <+ a, h'^ a, a"+ o, b" 

aid^ + «2fx «i«C «i<C 



(V) 



= 0. 



(VI) 



= 0; 



Si les Clements de chaqae colonne de Pi sont identiqnes, ä ane oon- 
stante pr^, on obtient le Symbole que voici 

/3f, a, + «2 i, + «3 ^x ^l «i + ^7K + «3 ^i «f, a'J+ Cf2 &"+«3 4' 

«1 rfx + «^2 C, «1 C^i + «2 C^ «I Cr,'+Cf2 C" 

dans chaqae colonne le factenr de a^ d'an ^l^ment est le m6me qae le 
factear de «2 de Taatre; mais on ne peat plas simplifier par soastraction. 
Si les 616ments d'nne ligne oa de deax colonnes de Pj sont identiqne« 
ment nnls, on retroave des types ddjä rencontr^. 
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2" Lorsqae dans N^ les ^l^ments de deax colonneB peavent ^tre 
annttl^d, done si Fon a 

Oi3 ^Ci3 ^ 623 ^ C23 ^ U j 

les iiäentitfe (P) deviennent 



(In ^12 ^12 

023 ^22 <^22 



= 



et toas les modes d'^vaiiouissement identique de cette matrice ram^nent ä 
des types ddjk signal^s. 

Ainsi, qitand la matiice na que six formes lineaires et quand les para- 
metres nif Jigürent qxiä la premiei^e puissance au plus, toutes les congruences 
lineaires se rdmhnent äux six types obtenus par tanalyse precedente. 

Ces formnies pr^sentent de nombreax cas particaliers. C^est ainsi 
que la gerbe G^ 



a.a 



\^x 



«, 



«oO 



2^x 

K 



«3«, 



= 0, 



consid^r^e dans notre Etüde de quelques surfaces algebriques, rentre dans tous 
les types pr^c^dents, sauf (III). 

Nons n'entreprendrons pas ici Tötude des congruences contenant les 
param^tres k un degr^ sup^rienr; nous en verrons seulement un exemple 
ftu § 10 ci-aprfes. 



§ 6. Points singuliers dans les six types de congruences. 

Appelons point singulier x un point x appartenant ä une infinit^ simple 
de vari^t^s de la congruence. Ces points sont en nombre simplement infini: 
il faut d^terminer la figure qu'ils engendrent. Dans les congruences de 
cubiques gauches, la Solution de ce probl^me nous donnera les directrices 
sur lesquelles s'appuient toutes les courbes du Systeme. Auparavant nous 
esquissons la marche gönörale ä suivre. 

Soit la matrice 

\\f,{a,x) ip,(a,x)^\ = Ox 
9lle donne les trois ^quations 
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Si X est un point singulier, ces relations sont v^rifi^es pour oo* 
ayst^mes de valeurs de p, a„ ofj, «3, et r^eiproquement. Or ceci peut arriver 
de deux mani^res: ou bien p conserve la meme valeur dans les 00^ systömea 
et il saffit d'^crire que les trois derni^res ^galit^s sont ind^termin^es en ai^ 
a^j 0^3, en considörant p, non comme variable, mais comme nne constante in- 
connue; ou bien p varie avec «j, cfj, «^3 dans les 00* systfemes et alors on 
doit chercher la condition pour que les ^galit^s soient ind^termin^es en p, 

«1, «2, «3. 

Appliquons cette m^thode au type (1) de congruences: T^quation 

«1 «ar+«2 fix + «3 C;r + P rfx= 

et les deux analogues en a\b\... a'\ b'\ ... sont ind^termin^es en p, «1, «2, 
a, si Ton a 

II «. K c, d^ ll?=0, 

ce qui repr^sente une vari^t^ du sixifeme ordre k rf— 3 dimensions. 

Si p est une constante inconnue, on peut poser p=pi:p2 et les ^quations 
sont ind^termin^es en a^^ai^a^ si l'on a 

II 92 «ar 92 K ^2 C, Qx ^ar Vi = 0. 

Ces relations sont v^rifi^es: 1" pour Pi=0 et (a6c) = 0, mais albr4 
les ^quations d^terminent les rapports de or„ 1^29 «3; de sorte que, poni* nne 
ind^termination de ces rapports, il faut V^vanouissement de tons les premiers 
mineurs de {abc) et ceci n'est possible en g^n^ral que si les variables x 
sont au moins au nombre de cinq; 

2" pour P2 = et d^=d^ = d'^= 0, conditions compatibles seulement 
quand le nombre des variables eät au moins qüatre, et alorä «i^ 0(29 ^'s dOQt 
compl^tement ind^termin^s, c'est-k-dire que les points x commüns k d^ d^ d!^ 
appartiennent k toutes les vari^t^s de la congruence, ou en sont des points 
fondamentaxtx. 

Dans Tespace ordinaire, les formules(l) repr^sentent donc une congruence 
lineaire de cubiques gauches passant par un point fixe et s'appuyanthuitfoissuT une 
sextiqu^ gauche de genre trois. Le point fixe est le point dd'd!*\ la sextique est 
Jl <^x ^x ^x d, W = 0, et chaque cubique || a, a, + öj &« + «3 ^a» ^» 11 = coupe petto 
sextique aux points oü eile coupe la surface cubique 1 a, «aiai+ «3Ö, 'd^\ =0, 
sauf le point (dd^d!'). 

Dans le plan, les formules (I) repr^sentent une congruence (ou in- 
volution) de triangks douie de six points singuliers: 

30* 
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U serait trop long d^exposer cette mSme question ponr les cinq autres 
types de congniences Unfaires. Gontentons-noas d'^noncer les r^nltats pour 
le oas des cubiqaes. 

Les cnbiques gauches de la congruence (II) ont une bis^cante com- 
mune et s^appuient, cbacune par huit points, sur une courbe gauche du 
neuvtöme ordre. 

Les formules (III) repr^sentent une congruence de cubiques gauches 
ayant pour directrices une sextique de genre trois et deux cubiques 
gauches; chaque courbe de la congruence rencontre huit fois la sextique et 
une fois chaque cubique directrice; chaque cubique directrice rencontre huit 
fois la sextique. 

La congruence du type (IV) est formte de cubiques gauches rencontrant 
quatre fois une sextique gauche de genre trois, rencontrant cinq fois une cubi- 
que gauche octos^cante de la sextique directrice, et rencontrant une fois 
une droite bis^cante de la sextique directrice. 

Le type (V) est une congruence de cubiques gauches ayant pour 
directrices une cubique gauche, une quintique plane et une droite. 

La congruence du type (VI) est formte de cubiques gauches coupant 
huit fois une sextique gauche de genre trois et coupant une fois une cubique 
gauche octos^cante de la sextique. 

La gerbe G ddjk signal^e plus d'une fois, 



a,a. 



K 






=0 



a yisiblem^nt les points fondamentaux et singuliers suivants: toutes ses courbes 
passent par deux points (aa'a"), (bb'b") et ont trois bis^cantes communes 
(ab), (a'V), {aJ'b"). 



§ 7. Classe cCune congruence de varietes algebriques. 

Appelons classe d'une congruence de vari^t^s algebriques le nombre 
de fois qu'une droite arbitraire contient deux points x d'une des varietes. 
Seit la congruence 

/li(«,.'i') fnift^oc) fiiia^x) 
f2i{a,x) f^(a,x) fz^{a,x) 



37= 



-0, 
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les formes /^ 6tant du premier degr^ en x^.X2^...^x^ et du degr6 Pi^-q^ en 
«i> «2, «3; et supposons jt>,_A ^2 ?i A ?2^ 9^3- 

Si le point x parcourt une droite yz^ on peut poser 

Q^k^Vk+t^H (A=-l,2,...,rf), 
les formes ^ deviennent fik(^^y)+tfn(€c^z). Exprimons que la vari^t6 

liA(«,y)+^A(«,^)ll=o 

contient deux points de la droite yz ou que les ^quations 

sont oompatibles pour deux syst^mes de valeurs de co et ^; nous aurous 

iV=|| /;,(a,y) Ua,z) Ua,y) U{a,z) || = 0. c*=u.3) 

Omettons la seconde ou la quatri^me colonue de cette matrice: les 
d^terminants obtenus repr^sentent deux courbes en a^ de degr^s respectifs 
i>i+2p,+-2'5^, 2/)i+jp2+-2'(/. De leurs intersections il faut d^falquer les fi 
points qui rendent proportionnelles la premi^re et la troisi^me colonne; or 
ou sait que 

Si la congruence donn^e est lin^aire, /i— 1 des points a sont fixes; 
s'ils sont simples snr les courbes C pour la matrice M^ ils le sont aussi en 
g^n^ral pour les courbes C de la matrice N] alors le nombre variable de 
points a qui annulent N est 

(2p,+p,^^q)(p, + 2p2 + :Sq)-^2,i + l = 3p,p, + :Sp:Sqiq,' + q,' + q,^^ 

Teile est en general la classe d'une congruence Unfaire, Si les 
nombres q sont tous nuls ainsi que pz? cette classe est 1. 

Voici donc la r^gle k suivre pour trouver la classe d'une congruence 
quand les formes de la matrice sont Unfaires en o;: on double la matrice 
dans le sens des lignes; on remplace, dans chaque moiti^ du nouveau Sym- 
bole, les variables x par les coordonn^es d'un point y ou d'un point z et 
Ton compte le nombre de points a variables qui annulent la nouvelle 
matrice. 

En appliquant cette r^gle aux six types rencontrds plus haut et en 
donnant une attention speciale aux points fixes a, on tröuve que, seule, la 
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congraence du type (I), dans l^espace k trois dimensions, * est tonjonrs de 
premi^re classe. Elle constitue le premier type de congraenees lin^o-lin^airea 
trouv6 par M, Veneroni. 

Nons ne chercheron» pas ici dans quels cas la classe des antres types 
de congruences s'abaisse. Mentionnons sealement ce cas particalier da type (II) 
qui est de premi^re classe 






= 0. 



C'est le second type de congruence lin^o-lin^aire de M. Veneroni. 
Les cubiqaes de ce Systeme out une bis^cante commune a^cT' et rencontrent 
chacune en quatre points deux cubiques gauches fixes, 



«, K < 
dl f. € 



= 0, 



< < < 

< <j: < 



=0. 



M. Veneroni a signal^ le cas limite oü ce» deax cabiqaes coYucident 



§ 8. Congnience G de triangles dans un plan. 

Les cabiqaes gauches d'une congraence marqaent, dans an plan fixe, 
ane congraence de triangles. L'^tade de ces syst^mes sMmpose. Noas in- 
diqaons ici ane conple de qaestions que Ton peot se poser ä lear sajet et 
nons les r^solvons poar ane congraence speciale G. 

Soit en coordonn^es a;„ ^Tj, x^, ane matrice de six formes lin^ires, 



«« «» «X 

K bl b'l 



-0, 



repr^sentant les sommets d'un triangle ABC dans un plan. 

Cherchons les coniques pour lesquelles ce triangle est autopolaire. 
Soit r une de ces coniques, et son ^quation tangentielle 

r^quation ponctuelle d'une conique variable circonscrite k ABC est 
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Si le triangle ABC est autopolaire pour jT, nn invariant simultan^ 
connu de ces denx coniqnes s'^vanouit et Ton a 

2A^B^ = 2A^(XaA)^(), 

qaels qae soient il, X\ )J'\ et la r^ciproque est ais^e. On a donc 

Entre ces relations et T^qaation r= 0, on peut ^liminer trois des six 
qaantit^s A^, et Ton obtient le r^seaa tangentiel de coniqnes poar lesqnelles 
ABC est nn triangle antopolaire. 

Si le triangle ABC d^crit nne congruence T, les coefficients des 
formes a,, b^... d^pendent de trois param^tres homogenes «j, a^^ «3. L'iSli- 
mination de ces param^tres entre les 6qnations {s) donne, entre les coefficients 
i4tt, nne relation d^finissant les cxd* coniqnes dont chacune admet ponr anto- 
polaire nn triangle de la congmence T. 

Les conditions ponr qne les ^qnations {s) soient satisfaites pour 00^ 
valenrs de a^^ a,, a^ donnent qnatre relations en A,^^ elles d^finissent nne in- 
finit^ simple de coniqnes dont chacune admet pour autopolaires 00^ triangles 
de la congruence T. EnfiD, pour que les ^quations (s) soient satisfaites 
pour toutes les valeurs de «i, «2, c;,, il faut, en g^n^ral, neuf conditions; en 
61iminant les A^ on a encore quatre conditions impos^es aux formes figurant 
dans la repr^sentation de T pour que tons les triangles de cette congruence 
soient autopolaires ponr une m6me coniqne. 

On pourrait appliquer ces g^n^ralitds aux six types de congruences 
rencontr^s plus haut Ici nous ne considörons que Tinvolution speciale G 
des triangles v^rifiant les relations 



.' 



a,rt, «2«, ßjO^ 

K K K 



= 0. 



Les triangles ont visiblement poar sommets les points donbles des 
00^ coUin^ations oü les droites a, a', a" correspondent respectivement & 
6, 6', b". 
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+ =0. 



S = 



-^A,a,6;' 



Les ^qaationa (s) de tantöt deviennent ici 

+ «2 -2*4,4 a/ 61' -a3-S'4tta';6;=0, 

(5') -a,-r4^a,6i' +0 

1" L'^limination simple de a donne 

^A^aX -2A,,a!lbl 

^A^a'lb, =0. 

2^ Pour que les ^quations (5') admettent 00* syst^mes de valenrs des 
op, il fant que tons les premiers mineurs da d^terminant S soient nuls. En 
analysant toas les cas possibles, ou troave le r^sultat saivant dont noas 
omettons la d^monstration: il existe nenf faisceanx de coniqaes telles qae 
chacane admet 00^ triangles aatopolaires ayant poar sommets des points 
doubles de coUin^ations oü se correspondent deax triangles donn^s aa' a'' 
et 66' 6"; les coniqaes de chaqae faiseeaa ont an doable contact sar an cöt^ 
d'an des triangles donn^s oa sar la droite joignant deax de lears sommets 
liomologaes. 

3" Poar qae les ^qaations (s) soient satisfaites poar toates les valears 
des ce^ il faat qae toas les 616ments da d^terminant S soient nals. Or si, poar 
ane certaine coniqae ^^-2'4üt?^^i^=0, on a, par exemple, 2A^a\Vl=Q^ 
c'est qae les droites a! et 6" sont conjaga^es par rapport k cette coarbe. Si 
donc toas les ^l^ments de S sont nals, o^est qa'il existe ane coniqae T poar 
laqaelle les c6t6s a^a\a!^ da triangle aa* a" sont respectivement conjaga^s 
aax coaples de cöt^s 6', 6"; 6", 6; 6,6' da triangle 66' 6"; ces deax triangles 
sont dono conjaga^s par rapport k cette coniqae r et par saite sont homo- 
logiqaes. Et r^ciproqaement. 

Si Von associe chacun ä chacun les cötes de deiix triangleSy ces trois 
couples de droites definissent une double infinite de collineations dans le plan) 
pour que les points doubles de ces collineations forment des triangles auto- 
polaires par rapport ä une meme conique, il faut et il suffit que les deux 
triangles proposees soient homologiques. 

Dans ane congraence Uneaire de triangles d'an plan, k chaqae 
sommet y d'an de ces triangles r^pond, sans ambigal't^, le c6t^ oppos^ 
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?^,=0. Nous cherchons la repr^sentation explicite de cette correspondaiice 
(t/, ?/) pour la congruence G de triaiigles, eii supposant que les droites i, 
b\ b" forment un triangle auquel oii peut rapporter la figure. Les ^qua- 
tions de la congruence sont alors 

a\ ~ ^i " iv, ' 

On voit ais^ment que le triangle particulier T de sommet y et de 
base ?«,=0 a pour ^quations 

Deux coniques circonscrites k 1\ par exemple 

ont quatre points communs: le point y, le point 2^ commun aux droites 0:1= 
et a^=0, enfin deux points sur la droite u. Ces coniques d^finissent un 
faisceau ponctuel dont un öl^ment se compose de la droite ^i et de la droite 
yz dont T^quation est 

Ainsi Ton doit avoir, pour des valeurs convenables de A, Wj, 1*2» ^3 
ridentit^ 

2/1 ^2 «X ^y - ^'1 Vi <^l ^y + f^ (3/1 ^3 ^x <~ ^l ^/i ^1' ^^J = ^^x (^1 ^ c "" ^1 <^y)- 

En identifiant ces deux expressions terme ä terrae, on trouve, apr^s 
quelques calculs, 

ou, = a,j{a[aly,-\'a[a2y2^rCtW[yi\ 
(c) oii2^al{a[a2Xj,-^a!ta2yi-\-a!,a^y^), 

a ?/3 =<(«3 (^lyi + ^2 «3 2/2+ «3 «3 2/3). 

On constate ais^ment que cette correspondance (y, n) est qiiadratique 
et birationneUe. 

On v^rifie qu'elle devient lin^aire quand le triangle aa'a" et le tri- 
angle de r^f^rence 66' ä" sont homologiques. 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 3. 31 
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§ 9. ProprUte de la congruence G de cubiques gauches. 

Supposons les formes a,, 6^, ..• Unfaires et quaternaires; nous allons 
compl^ter en nn point la th^orie de la congraence G de cabiques gaaches, 
plusienrs fois cit^e, 



«1 «x ^2 eil «3 < 

K bl b: 



=0. 



Les courbes de cette congruence percent un plan, par exemple 
3:4=0, en des ternes de points formant une congruence G de triangles; les 
6quations de ce Systeme de triangles sont celles de la congruence de 
cubiques, pourvu que Ton regarde les formes (i^^b^^... comme ternaires (en 
o;,, X2^ ^3). Nous supposons les quatre plans x^, 6,, 6^, 6^' sans point commun. 

Les triangles marqu^s dans le plan x^ par les courbes de la gerbe 
G peuvent (§8) 6tre autopolaires pour une mßme conique; cela se produit 
quand, dans le domaine ternaire, les triangles aa' a" et bb' b" sont homo- 
logiques. Ces triangles sont les sections, par le plan ^4, des tri^dres aa* a" 
et bb* b" obtenus en projetant des deux points fixes de la congruence, (aa' a") 
et (bb'b")j les trois bis^cantes communes (a6), («'6'), (a^' b"). 

En r^ponse ä une question de M. J. Neuberg, nous avons d^montr^ 
{Mathesis, 1903, p. 74) que les plans coupant deux tri^dres suivant deux 
triangles homologiques enveloppent une quadrique ayant pour g^n^ratrices 
d'un m^me Systeme les intersections des faces correspondantes des deux tri- 
^dres. Donc, toutes les cubtqices gauches passant par deux points fixes et 
douees de trois bisecantes fixes marquent, dans un plan, 00^ triangles; les cotis 
de ces triangles , repondent aux sommets opposes dans une transformation 
quadratique birationnelle (formules (c) du § 8), Pour que ces triangles soient 
autopolaires par rapport ä une meme conique^ il faut et il suffit que leur plan 
coupej suivant deux triangles homologiques, les triedres obtenus en projetant, 
des deux points fixes, les trois bisecantes communes. Les plans qui jouissent 
de cette propriäe touchent la quadrique admettant les trois bisecantes comme 
g&neratnces dun meme Systeme. 

Si les trois bisecantes sont dans un plan, elles forment un triangle 
CDE] soient i4, B les deux autres points fixes des cubiques. La con- 
gruence est maintenant une gerbe de Reye (cubiques par cinq points A^B^ 
C^D^E). Les triedres projetant, de AetB^ le m6me triangle CDE sont 
coup^s par tout plan suivant deux triangles homologiques. Donc, les cubi- 
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ques gauches par cinq points detenninent, daiis taut plan, un systhme de 
triangles autopolaires pour une meme comque, 

Cette propri^t^ est connae; on ignorait seulement poarqnoi eile ap- 
partient k la gerbe de Reye et non aux autres congraences. 

Dans le cas particulier oü la congruence G se r^duit ä la gerbe de 
Sturm (cabiques ayant meme t^traödre d'oscalation), Tinterpr^tation des 
formales (c) da § 8 fait retroaver ce r^sultat qae noas avons Stabil dans 
les Nouvelles Annales de mathematiques (1900): 

Les cubiques de la gerbe de Sturm marquent, dans im plan, oo^ triangles; 
la correspondance entre le sommet dun de ces triangles et le cote oppose est 
le produit dune Inversion et dune reciprocite. 

§ 10. Cubiqries gauches ä cinq bisecantes communes. 

AfpG\omy^z\y^^z'^,y^^^z"^^y^^z^^^y^z^ cinq droites fixes d^finies 
chacane par deux points. Prenons, sar la premi^re, deax aatres points H^ 
L ayant poar coordonn^es respectivement 

fi+hzl, yi+lzl. 

Les six plans menös par chacan de ces points et par les trois droites 
y"z'^^y"'z"\y^^z^^ ont poar ^qaations 

a,=(xy' y"' z'') + h{x2fy" z'')^A+hA'=Q, b, = A+lA'=^Q, 
a',={xy'if'z"')+h(xz'y'''z"')E^B+hB'=0, b', = B+lB'=0, 
< = (a://^^'0 + A(^^'2/'V0=C + AC'=0, b", = C+lC'=0. 

La congraence de cabiqaes passant par les points //, L et admettant 
les trois bisecantes y"z'^^ y'"^'"^ y^^z'^ a pour ^quations 

I 



Gl 



«1 ctg ^2 <^x ^i dl 



=0. 



Une bis^cante d^ane de ces coarbes a poar dqaations 

U,+fibl+vVl^O. 

Exprimons qae cette bis^cante passe par les points y^ et z^\ des 
qaatre relations ainsi obtenaes, ^liminons les param^tres lin^aires it^jt^, ^; 

31* 



= 0. 
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r^solvons les deux relatioiis restantes par rapport k oti, a^^ a^ et substituons dans 
la matrice G\ nous obtenons r^quation de la cnbiqne qni passe par les 
points //, L et qui a pour bis^cante les droites y^^z^^^y"^z"^^y^^z^^^y^ z^: 

i' i^AKvK'v) bUb:;yb,,:) b'^h^yb^) 

Les symboles a et i ont ^t^ d^finis plus haut. Nous voyons que 
cette derni^re matrice a des ^l^ments lin^aires en x'^ ceux de la premi^re 
ligne sont cubiques en A, ceux de la seconde sont cubiques en /; et les deux 
lignes ne diff^reiit que par la Substitution de A ä /. 81/ et h varient,. on 
a ^'^ cubiques gauches ayant cinq bis^cantes donn^es; od peut rendre les 
param^tres homogenes. 

La congruence de cubiques gauches ä cinq bisecantes communes est 
representee par une matiice de six formes lineaires contenant les parametres 
variables au troisieme degre; un paraiiütre manque dans chaque ligne et les 
deux lignes ne diffdrent que par le nom des parametres. 

Inversement, toute matrice contenant les parametres «i, a,? ^3 au degr^ 
??, mais oü a^ manque dans une ligne et a^, dans Tautre, et oü les deux 
lignes ne difF^rent que par le nom des paramfetres repr^sente une con- 
gruence de vari^tös alg^briques dont Tordre est jO^~00*""2); car, pour 
chaque point x T^vanouissement de la matrice 

/ (r/„ «2) y («1, «2) V («11 «2) 

est la condition pour que la courbe plane unicursale 

X,:X,:A'3 ^/X«„ «,) : tp («1, «,): ip («„ a^) 

ait un point double; or cette courbe a ■ 0^—1) (^^^-2) noeuds. En particulier, si 
n=3, la congruence est lin^aire. Ainsi apparait une relation inattendue entre les 
deux faits g^omötriques suivants, traduits par les mSmes formules analytiques: 

Une cubique plane raiionnelle I Un point et cinq bisecantes definissent 
a un point double et un seuL \ une cubique gauche et une seule. 

On peut Studier autrement les cubiques gauches k cinq bisecantes 
communes: 

Pour ^tablir qu'une gerbe de cinq plans tt, (e=l, 2, 3, 4, 5) est pro- 
jective ä une autre gerbe /r/, on exprime: 1" que les traces des plans ti,, 
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^39^49^5 dans le plan tt, forment an faisceau projectif an faisceaa homologae 
donn^, c'e8t-ä-dire qae le rapport anharmoniqne de ce faisceau a une valenr 
donn^e, 

2^^ que les traces de 77,, tt^^ 774, n^ dans le plan 773 ont anssi an rapport 
anbarmoniqae donn6, 

772 (^1 ^3 ^4 ^.0 = ^2 (^'l ^3 ^1 ^5) = ^• 

Ayant ainsi fix^ la projectivit^ des deux gerbes, on sappose qae les 
plans 77j passent par cinq droites donnöes; le sommet de la gerbe (77) d^crit 
ane cubique gaache dont nous eberchons les ^qnations et qai a poar 
bis^cantes les cinq droites. 

D'abord, ^tant donn^ cinq droites rf^, rf^^, d^'^^ d^^\ d^\ il faat troaver 
le lieu d'an point x tel qu'en projetant qaatre de ces droites (cF^ d"\ rf'^, rf',) 
de ce point x saivant qaatre plans 772, 773, ^4, 775, ces plans coapent le plan 
Tti^xd^ saivant an faisceaa de rayons de rapport anbarmoniqae u. Dans 
an plan (xd^) les points r^pondant ä la qaestion d^crivent ane coniqae C2; 
celle-ci s'appaie sar les qaatre droites rf^^, rf^^^, rf^^, d^ en qaatre points 
dont le rapport anbarmoniqae sur la coniqae est ^; qaand le plan (xd^) 
toarne aatoar de rf^, cette coniqae C2 engendre le liea cbercb^, ä savoir 
ane certaine sarface S'^4, qae noas avons rencontr^e incidemment dans 
notre Etüde de quelques surfaces algebriques. 

Cbercbons lYquation de S^«. Les cinq droites, sappos^es ind^pen- 
dantes, son, comme plas baat, d^finies cbacane par deax points {y^z^^ 
y^^ z"j y"' z^"^ y^^ z^^^ 1/' z^). Soit yl+lcizfle point oü la premi^re droite 
perce le plan mend par la seconde et par an point qaelconqae x de l'espace; 
ces quatre points .r, y^+ A:, z^, ?/^^, z^^ sont dans an mfeme plan et Ton a 

les lettres A,A^j... ayant la mSme signification que plus baat. 

Les points oü y'z^ perce les plans (xy^"z^^^)^(xy^^'z^^)^(xy^z^')6t&nl 
de mSme dösign^s par y^+kzz^^y^+k^z^^y^+k^z^ on a pareillement 
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D'apr^s r^Donc6 de la qaestion, on doit avoir 

kl — k^ A*2 — k^ 

d'oü saccessivement 

S^,= {Aiy^A'I) (BC'^B'C)iii -(^C^-4'C) (Iiiy-B'I))=0. 

La surface est du quatri^me ordre; eile admet la droite 1 (ou y z') 
pour droite double, les droites 2, 3, 4, 5 pour droites simples, ainsi que les 
quatre couples de droites e qui rencontrent respectivement les groupes de 
droites 1234, 1235, 1245, 1345, et enfin les huit droites / compl^tant, avec 
les droites e, les sections faites par les plans (1, e). On d^montre facilement 
que la surface n'a pas d'autres droites. 

La fonction Alß^-A'D s'annule pour les points d'une quadrique en- 
gendr^e par les faisceaux projeetifs de plans A=hA\D=hiy qui ont pour 
axes respectifs les droites 2 et 5 donn^es; les plans homologues de ces 
faisceaux, 

passent par le point y^ — hz^ de la droite 1; la quadrique en question a 
donc les droites 1, 2, 5 pour g^n^ratices d'un m^me Systeme; d^signons en 
abr^g6, son 6quation par (125). Au moyen de symboles pareils, T^quation 
de S^4 peut s'6crire 

.S;4=(125)(134)^-(124)(135)=0. 

Intervertissons les röles des droites 1 et 2 et donnons au rapport an- 
harmonique une autre valeur v\ nous aureus une autre surface 6'^« ayant la 
droite 2 pour droite double et encore vingt droites simples; son ^quation est 

«^=(125) (234)v-^(124) (235)=0. 

L'intersection des surfaces S^^ et S'^^ comprend: 1*^ les droites 1 et 2 
dont chacune est double sur une surface et simple sur Tautre; 2" les droites 
simples 3, 4, 5; 3'^ les trois couples de droites e rencontrant 1 et 2, ainsi que 
deux des droites 3, 4, 5; 4" une cubique gauche c^ admettant les cinq 
droites donn^es comme bis^cantes. 

Les 6][uations des surfaces aS^4 et S[^ donnent 

(124) /.(134) 1/(234) ^^ 

(125) (135) (235) 
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Ces relations repr^sentent an systöme de lignes d'ordre total ^gal k 
doaze. Qaels qne soient ^ et v, elles sont v^rifi^es par les meines droites 
saivantes: 1" les cinq droites donn^es, 2" les deax coaples de droites reu- 
contrant ä la fois 1, 2, 3, 4 oa 1, 2, 3, 5, car ces droites annalent tous les 
^16ments d'ane ligne on de deux colonnes de la matrice. De plus^ poar 
chaqae Systeme de valears de ^ et v^ la matrice s'annule ponr une cnbique 
gauche c^. Donc, si /i et v sont des param^tres variables, la matrice price- 
deute represente la congruence de cubiques gauches admettant cinq hisecantes 
donnees. 

L'avantage d'avoir des param^tres Unfaires est compens^ par l'in- 
conv^nient de trouver chaque courbe de la congruence accompagn^e de neuf 
droites parasites. 
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über die Darstellung der Primzahlen 
der Form 4w-hl als Summe zweier Quadrate. 

Von Herrn Eimst Jacobsthal in Berlin. 



Jjs sei p eine ungerade Primzahl und m eine nicht durch p teilbare 
ganze Zahl, dann setzen wir mit Legendre 

(-;)=±i. 

je nachdem die Kongruenz 

x^^m moäp 

eine Lösung hat oder nicht; ist aber m durch 7; teilbar, so sei ^— )=0. Es 
ist dann stets 

f-A^7n modj^. 

§ 1. Herleitung eine)' Formel aus der Theorie der quadratischen Reste. 
Wir betrachten den Ausdruck 

/(«,c)=i(=!+A"Lti:). 

Es ergibt sich leicht, daß 

ist, falls wir b^—^c^D setzen. 

Wendet man auf der rechten Seite der Kongruenz 
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den binomischen Lehrsatz an and benatst sodann die bekannten Kon- 
gruenzen 

p-i . —1 modo für «^0 mod » — 1, 
£ m' = 
Msi modp für « $ modp — 1, 

80 ergibt sich i//(Z))=— 1 moipy also v^ (/)) = — 1 oder =^p — l. Da sich 
nun zeigt, dafi 

iftt, so folgt: für /> — 1 Werte D ist tp(D) = --l und flUr einen Wert =p-l; 
nun ist y^(p)=p-'lj also ergibt sich 

v(/))=/'-i-p(fy. 

Oder in anderer Schreibweise erhalten wir 

« i.(=^^0=;'-i-p(-^)'-*) 

esse. 



§ 2. Dte Darstellung der Primzahlen jo = 4« + l «& Summe ziveier Quadrate. 
Wir setzen 

1) »w--^.(?)(=^'> 



mal 



'P' 



*) Die Formel 1) ist enthalten in der allgemeinen Oleichang 

hier ist f(fn) eine eindeutige Funktion ihres Argumentes m nndp eine Periode desselben. 
Der Beweis dieser Formel kann aus meiner Inaug.-Diss. Berlin 1906, S. 9 ff. entnommen 
werden. Dort ist zwar f(in) spezialisiert, beim Beweise wird aber davon kein Gebrauch 
gemacht 

^ Die Gleichung 2) läßt sich ohne Schwierigkeit aus 1) durch eine einfache 
Rechnung herleitep. 

Journal ffir MatbematUc Bd. 182. Heft 8. 82 
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Es ist (p (e) stets gerade und 9 (0)=0« . i 

Es sei X eine beliebige, nicht durch p teilbare Zahl, dann ist 

also ergibt sich 

2) vw^Cp^-c^^. 

Somit hängt ql^(e) nur von der Restklasse ab, der e angehört^ und 
daraus folgt 

wo r ein beliebiger quadratischer Rest, n ein beliebiger Nichtrest ist 

Berechnet man nun andererseits 2^ (p^ (e) direkt, indem man ftir 9 (e) 

Wert aus 1) einsetzt und zuerst über e summiert, wobei eben Formel 1) den 
aus § 1 zur Anwendung gelangt, so ergibt sich 

Für /) = 4n+l folgt aus der Vergleichung von a) und ß) 

^^ ^"l 2 j +1 2 j »>' 

hierin ist r/> (e) durch 1) erklärt und r, 71 sind beliebige Reste resp. Nicht- 
rcste von p. Aus der Gleichung 2) in § 1 folgt für ^^=0, ^2=^ 

4) <P(e)=^il)<p(-e). 

Wir setzen nun r = — l^ond 

«=:*(-i)=.^f(p(=7-)-^f(7)(=r)(=T^) 

■ =l(=)(=^)(=f'> 

*) Formel 3) läßt sich verallgemeinern. Vgl. a. a. 0. S. 20 ff. 
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Hieraos folgt, daß a die angerade Basis, also 

gerade ist. Wir können nun aber a leicht mod 8 bestimmen. N^^^ gebe an, 
wie oft 3 Nichtreste in der Reibe 1, 2, 3, ...,jt> — 1 aaf einander folgen. Dann 
ist iV<'> für jj>=4n+l gerade nnd 

Rechnet man diese Snmme aus, dann folgt 

8iVW=j9-3--2a=0 modle. 



also 



p 3 

5) a=^-2~ mod 8. 



Wenn also p=a^+b^ gegeben ist, dann bestimmt sich das Zeichen 
von a ans 5); eine entsprechende Zeichenbestimmung für 6 ist mir selbst 
im Fall j9=8n + 5 nicht gelungen, in dem ich doch 26=y (+2) setzen kann. — 
In § 1 hatten wir erschlossen v;(D)=— 1 mod;?; auf analoge Weise er- 
halten wir hier 

£ + 3 Pul] 

6) ö=l(-l) * — Vt2 ^^^P 

(£=il)' 



und wegen 



l>^±at^\ 



P4-3 

7) «=Tt(-1) ' -\-,, iDO<lp- 

Aus 6) und 7) werden a und b als absolut kleinste Reste erhalten. 

Wir wollen nunmehr den Zusammenhang der hier für die Basen 
entwickelten Formeln mit den Basenausdrficken aufdecken, die man auf 

32* 
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viel Bcbwierigerem Wege aos der Theorie der biqaadnttiBchen Reste und 
der Lehre von der Kreisteilong gewinnt^) 

a', V seien die öawjJschen Basen,**) a", 6" seien die Basen, die die 
Kreisteilong liefert: 

Betrachten wir die ungerade Basis: a^ a\ a". — Znsammenhang von a^ und a: 
In der zitierten Arbeit leitet Gauß (S.90) die Kongmenz her 

'i^|C^'+l)'^=4(0,0)-4(0,l)+ 4(0,2) -4(0,3). 

Ans ihrer Herleitang folgt, daß die Gleichung gilt 

II(^) = *(^'Ö)-^(Ö' l) + 4(0,2)-4(0,3). 

Ftlhrt man hier für die Symbole (i, A), deren Bedeutung in Art. 15 erklärt 
wird, die Werte aus Art. 18, 20 ein, entsprechend den beiden Fällen 
2>=8n+l,5, so folgt 

oder 

-2a'-2=2^C-:^), 

WO hier über die Reste zwischen 1 und p—l summiert wird» Dazu nehmen 
wir 

und 

fC-^)-^('^)=i.(P(^)=.a), 

WO n die Summation über alle inkongruenten Nichtreste andeutet. 



*) Die Kenntnis dieses Zusammenhanges verdanke ich einer mündlichen Hit- 
teilung des Herrn Frobeniua. 

**) Qaufi^ Werke Bd. 2: Theoria resid. biqu. Gomm. prima. 
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Hieraas folgt 

2«'=-y(l) 



wegen (4). Daher ist 
und 



2> 



2a' = -(-)2a 



a läfit sich also ans a' entwickeln. 

Zusammenhang von a" mit a: 

Am leichtesten entwickelt man a ans a'\ wenn man den Weg ttber 
a^ nimmt. Wir ftthren den Übergang indessen direkt aas. Es ist; 






A gibt dabei an, wie viele biquadratische Reste die Reihe 

1-2, 2-3, 3.4, ... (p-2).(p-l) 

enthält; B gibt an, wie viele Zahlen dieser Reihe zagleich quadratische 
Reste und biqoadratisehe Nichtreste sind. Dann ist 

Also folgt 

Da nun 

p-1 p±l 

2 ' 2 

biqnadratischer Rest ist, so ist 

4 = 2r+l, 
wo r die Anzahl der biqaadratischen Reste der Reihe 

1.2, 2.3, 3.4, ...,P=?.^ 
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angibt Also folgt 



Nun ist 

2 a 



«"=4r-^. 



m=ll p J x,r\ 



p r 



wo über alle Zahlenpaare x,y zu sammieren ist, für die 

a:«y = — 1 modp 
ist Es ist also 

Daraas folgt 

hierin gibt A' an, wie oft 






quadratischer Rest von p ist. o:, ?/ genügen also der Kongruenz 

z'^Aw'z --1 = 0, 

Nehmen wir für v die Zahlen 3, 5, ...,p— 2, so erhalten wir daraus r bi- 
quadratische Reste i^*, für die die Kongruenz z^—Atv^z— 1^0 stets 2 ver- 
schiedene Lösungen z^^z^ hat. Wir können dann 

und 



3/=^i 



setzen. Da nun —x—y^-^tid^ auf denselben biquadratischen Rest führen, so 
folgt: Die obigen r biquadratischen Reste liefern 4r Zahlenpaare o:, ^; dazu 
kommen noch 2, die von 

4_P-1 P+1 
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herrühren; also ist 



und 



Es war 



Somit ergibt sich 



^'=4r+2 



a =4r — ^-2". 



a"=4.-£=-'. 



a" = a. 



Drttckt man r durch die Gmißscheu Größen (i^k) aus, 

[2r+l=(0,0)+(l,3) + (2,2)+(3,l)], \ 

so liefern die vorstehenden Formeln wieder den Zusammenhang zwischen 
a und a'; a' und a". 

Für die gerade Basis ist mir ein entsprechender Übergang nicht 
bekannt. 
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Berichtigung: 
Es mnfi heilen: 

S. 161 Z, 7 V. 0.: 

6..+* statt 6,,+,. 

S. 162 Formel (12): 
5(0 = J(-l)*c*.r-* statt 5(t)=*^](-i)*c»-'' 

S. 180 Z. 1 V. 0.: 

g*"'-'> statt Ä(p-1). 
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Zur Theorie der linearen DiflPerentialgleicbungen. 

Von Herrn Lmlwig Sehlesivger in Klausenburg. 



JJer grundlegende Satz von Fnch, der die notwendige und hin- 
reichende Form der Koeffizienten einer homogenen linearen Differential- 
gleichung in der Umgebung eines Punktes feststellt, der fllr die Integrale 
kein Punkt der Unbestimmtheit ist, kann fUr Systeme von n Differential- 
gleichungen erster Ordnung so ausgesprochen werden, daß ein solches System, 
dessen Koeffizienten in der Umgebung der isolierten singulären Stelle .r = a 
eindeutig, und dessen Integrale daselbst nicht unbestimmt sind, stets auf ein 
kanonisches System 

CA) , =2. ///, (*=i,2,...ii) 

^ '^ (10! x^i ,t:-—a •^*' 

wo die i^it(.x) in der Umgebung von 5; = r/ holomorphe Funktionen bedeuten, 
zurückgeführt werden kann, und daß umgekehrt ein System von der Form (A) 
80 beschaffen ist, daß seine Lösungen im Punkte x = a nicht unbestimmt 
werden. Der Beweis des zweiten Teiles dieses Satzes wurde bisher stets 
in der Weise erbracht, daß man nach Potenzen von x — a fortschreitende 
Reihen aufstellte, die für die y^ eingesetzt, dem Systeme (A) formell Genüge 
leisten, und dann die Konvergenz dieser Reihen bewies. Ich möchte im 
folgenden einen direkten und sehr einfachen Beweis für diese Tatsache 
mitteilen, der dem Verfahren nachgebildet ist, mit Hilfe dessen man*) zu 
zeigen pflegt, daß das Integral 



(B) • /' ^W^^ - 



*) Vergl. z. B. C. Jordan, Cours d'Analyse II (1894), S. 2G0. 
Journal für Mathematik Hd. 13-2. Heft 4. ;;3 
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WO f{x) in der Umgebung von x=a holomorph und a>0 ist, einen be- 
stimmten Wert besitzt.*) 

1. Wir wollen für das Differentialsystem (A) das folgende beweisen. 

Es bedeute *S denjenigen, den Punkt a enthaltenden Bereich, inner- 
halb dessen die Funktionen Pik(x) holomorph sind. Wir denken uns von 
a aus einen Schnitt / nach der Begrenzung von >S hin gelegt, dann ist inner- 
halb des so zerschnittenen Bereiches *S ein Integralsystem yi,...y« von (A) 
eindeutig bestimmt. Wenn sich nun die Variable x auf einem beliebigen 
Wege, der innerhalb »S verbleibt und den Schnitt / nicht überschreitet, dem 
Punkte a annähert, so streben die Funktionen yi^...yn gleichmäßig wobl- 
bestimmten endlichen oder unendlich großen Grenzwerten zu, die von dem 
Wege der Variabein x unabhängig sind. Oder mit anderen Worten: Be- 
schreibt man um a als Mittelpunkt zwei Kreise mit hinlänglich kleinen 
Radien s^r/^ wo //<*, so kann die Differenz der Werte, die irgend ein y^ 
in zwei beliebigen Punkten dieser Kreise annimmt, dadurch beliebig klein 
gemacht werden, daß man den Radius e des größeren Kreises hinreichend 
klein wählt. 

2. Wir denken uns den Punkt a in den Punkt x = verlegt; dann 
hat also das Differentialsystem (A) die Form: 






wo die i4,t Konstanten, die j/^* ^^ der Umgebung von x^O holomorphe 
Funktionen bedeuten. Wir können, ohne dadurch die Allgemeinheit zu be- 
schränken, voraussetzen, daß die Wurzeln der Gleichung 

I A,~d\,7^ 1 = 

von einander verschieden**) und in ihren realen Teilen wesentlich positiv 
sind. Seien 7\^...r„ diese Wurzeln, und bedeute (y^) eine Matrix, deren 
Elemente die Gleichungen 



*) Ich habe diesen Beweis am 18. Dezember 1905 der ungar. Akademie der 
Wissenschaften mitgeteilt (Mathem. Ertesitö XXIV, S. 117 ff.). 

**) Ganzzahlige Differenzen sind natürlich nicht ausgeschlossen. 
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befriedigen. Wenn wir in unser Differentialsystem an Stelle von f/ii...yn 

fi 
die Größen HyiYik einführen, diese Großen dann wieder durch 2/1, ...//„ be- 
zeichnen und 

0'.)-'(^.0(/.0=(*,0 

setzen, so erhält das Differentialsystem die Form: 

(A') 't=^'^+i.•^'''^*"' '^^'-'--^ 

wo die 0,4 in der Umgebung von a: = holomorphe Funktionen bedeuten. 
3. Wir untersuchen nun zuvörderst die Lösungen des Systems (A') 
längs eines im Punkte .r = endenden Strahles. Setzen wir 

(1.) .r = /.^S 0-V-O 

•wo t real positiv ist und einen konstanten Winkel bedeutet, so wird 



(A") '^H^^'lh-v^yy^^uitn^ 



In diesem linearen Differentialsystcm ist die unabhängige Variable real und 
die Koeffizienten sind komplexe Funktionen dieser realen Variabein; es 
können folglich die in meiner Note*) entwickelten Formeln mutatis mutandis 
auf das System (A") angewandt werden. P^s seien 

(2.) .ro = A,^% x\ = te'^ 

zwei innerhalb *S befindliche Punkte unseres Strahles, f<C/o5 dann wollen 
wir dasjenige Integralsystem .Vi? •••2/« ^^^ (A") im Punkte .Ti bestimmen, 
dessen Anfangswerte im Punkte x^^ durch ,</^?\ ... 3/"^ dargestellt sind. Im Sinne 
der erwähnten Notiz haben wir dazu den folgenden Algorithmus zu bilden: 

yi'^ = /yr-"^+a-^-0,— 2/r"^+a-^-i)i ?/r^^^"*z*(^.-in 

(3-) [ (v = l,2, ...w), 

Bezeichnet g die obere Grenze der absoluten Beträge der Funktionen *;t» (^) 
innerhalb S, so folgt 



♦) Dieses Journal Bd. 131, S. 202 ff. 

33* 
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iyn<iyi'-'M-;i+(c-o/*-'+i^.-^.-.i</i'iyr'M, 

und indem wir in bezug auf k von 1 bis n summieren, 

(4.) ii//i'M<ili/r'M{|i+(^-o/* ''+(Ui-g«.7}. 

Es sei 

n ^- Ok + o, i, 
dann haben wir 

1 1 + (^ - ^,-0 z. ' = {i - ~'x-e; -■ 2 (^ + Ci:; ''T c?^ + <^d1* 

also, wenn (> eine positive Größe bedeutet, die nicht größer ist als die 
(>i, ...(>«, und /' eine positive Größe, die nicht kleiner ist als die h'i |, ... | ^'. 1, 

; 1 +('-''-.). ;i. I < |i-''-:.::-'2i;+C'---'o%-'i*. 

Wir setzen für einen Augenblick 
dann ist 

1 + (^ - ^,_,) --* - ' + (^_, - O « i/ < «* + /^ 

da aber 

„<(i +'..-.-'..)•, 

SO folgt 

< { 1 - 2 -'^^;=^': C^-ng r,_.) + (^;;f^'-y (r + n g t,_0' |*. 
Wir wählen nun den Punkt .lo so, daß 
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dann ist, da t^_, </„, 

ly — l ^ *y— 1 ^ «'r— 1 ^ 

also, wenn 

gesetzt wird (der Ausdruck linker Hand ist positiv), so folgt endlich 

*y— l *r— 1 I 

Die Ungleichung (4.) ergibt hiernach 



also 






*=l t=\ y=l 1 *»•— 1 



und, indem wir in bezug auf m zur Grenze übergehen, 

Der rechter Hand auftretende Grenzwert kann nun in äußerst ein- 
facher Weise bestimmt werden. BetracTiten wir nämlich die Differential- 
gleichung 

(6.) '? = ^V-»^ 

SO wird dasjenige Integral l) derselben, das sich in / = /„ auf i)^"^ = l reduziert, 
im Punkte t = ( durch den Algorithmus 

determiniert, so daß 

1) (f) = lim i)^'"> = lim 77 (l ~ L^-Ji-1 (^ + oi)), 
also 
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(7.) i(;)- =l«ni/7il-\-''-(e+oOl 

ist. Wir finden also nach (5.) 

(8.) i| »/*(.»•,) |<i|.<M({y; 

hieraus folgt, daß die i/^., wenn x sich längs eines im Punkte j^ = endenden 
Strahles dem Punkte .i = nähert, gleichmäßig der Grenze Null zustreben. 
Das letztere Resultat kann auch direkt, d. h. ohne die Integration der 
Differentialgleichung (6.) zu Hilfe zu nehmen, erhalten werden, wenn man 
die Teilungspunkte ^,...^,„-i und die intermediären Werte To, ...t„,_i auf 
spezielle Weise wählt.*) Nehmen wir nämlich gleich « = 0, und teilen 
wir das von /„ bis reichende Integrationsintervall in m gleiche Teile, so 
daß 

verlegen wir ferner die Zwischenwerte t^-j in die Anfangspunkte C-i der 
Intervalle, so ist 

also 

limn (1+ '^-'-'-- (,+ aO) = lim/lf (l-- '-^^^A^ h (l- 'VO' 

dieses unendliche Produkt divergiert aber bekanntlich für ein positives p 
gegen Null. 

4. Es sei nunmehr .ra = r/c>% wo /;<[f. Dann ist nach (8.): 

i|i/.(x,)|<i|./l"'|(,';,)', 

i|i,.(.r.)l<i|ri(,:;)' 



*) Durch eine solche spezielle Wahl der Teilungspunkte des Integrationsintervalls 
beweist mein Freund J. Parkas in einer 1902 in ungarischer Sprache erschienenen Schrift: 
„Theorie der Vektoren und der einfachen Ungleichungen", S. 55 ff. die Kon- 
vergenz der Integrale von der Form (B). 
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und folglich 

iiy*(-'-o-2/*0'-.)i<2ii^n(|;y; 

für zwei auf demselben Strahle gelegene Punkte x^ , a'2 kann demnach die 
Differenz yk^^-^ — Vk^^d ^^™ absoluten Betrage nach beliebig klein gemacht 
werden, indem man € = |^z^i| hinreichend klein wählt, und zwar unabhängig 
von der Richtung des Strahles und von dem Werte von i]^\x2\. Es ist 
jetzt nur noch erforderlich zu zeigen, daß das gleiche bestehen bleibt, wenn 
an die Stelle von x^ ein Punkt x^ = b e^'' tritt, der nicht mit .Tg auf demselben 
Strahle liegt, wo also ff ^0 ist. Es ist 

I Vk 0^2) - Vk (^3) I < I y* («^2) - Vki^d I + 1 y* CO - Vk C^'i) I; 

um die zweite Differenz rechter Hand abzuschätzen setzen wir 

X = e e^*', 
wo jetzt B konstant, (p veränderlich ist. Das Differentialsystem (A') wird 

die Koeffizienten dieses Systems sind eindeutige, endliche und stetige Funk- 
tionen der realen Variabein y. Die Werte der Elemente des Integral- 
systems yi,...yn für (p = 0\ das an der Stelle y = ö die Anfangswerte 
Vi (^i)> ••• y« C^i) besitzt, können durch den Cauchy-Lipschitz^ahen Algorithmus 
bestimmt werden. Da die absoluten Beträge der Koeffizienten 7\ ()\^ + ts e** 0^4 
eine nur von e abhängende obere Grenze y besitzen, ist die Ungleichung 
(3.) meiner Note*) hier anwendbar; wir haben also: 

und da nur solche im Punkte x =2 endenden Wege in Betracht kommen, 
die den Schnitt / nicht überschreiten, so folgt weiter: 



*) Dieses Journal Bd. 131, S. 204. 
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I i/* O13) - y, (.t'O i < ;- ^'■" 2 .1 i i y, (.1-0 1. 



it=l 



Mit Rücksicht auf die Ungleichung (8.) können wir demnach 
sagen, daß 

durch Verkleinerung von t beliebig klein gemacht werden kann, und damit 
ist unsere Behauptung vollständig bewiesen. 
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Die Theorie der Zahlstrahleii. 

Vüu Herrn Rudolf Fuetcr in Marburg. 
II. Teil.*) 



JJieser Teil bringt in Ka[). V die für einen allgemeinen Körper 
gültige Theorie der Geschlechter. In Kap. VI und VII findet sich die 
Anwendung auf die komplexe Multiplikation: es werden da zum erstenmal 
die beiden Theoreme bewiesen: 

I. Tlieoreiit: Die Uelativdiskriiiiiiiaiite der Oleichuiigeii der 
koinplexen Multiplikation in bezug auf einen King r mit dem 
Führer f des quaidratiHch imaginären Körpern {^m) enthält nur 
<lie Primzahlen des Fiihrei*s f. 

II. Theorem: Jede in einem quadratisch imaginären 
Körper ^6e^che Gleichung läßt sich durch die Körper der singu- 
lären Moduln und durch die Kreisteilungskörper lösen. 

V. Kapitel. Die Geschlechter des Klassenstrahls. 

Hauptsatz: Ist V* die Anzahl aller möglichen Geschlechter des Klassen- 
strahls eines relativ Abelschen Körpers vom Relativgrade 1% so ist die Anzahl 
der existierende7i Geschlechter höchstens gleich Z*^**. 

1. Es seien e relativ zyklische, von einander unabhängige Körper 
Ä,, iQ, ••• K^ vom Typus Kap. I gegeben. Die betreffenden zyklischen Sub- 
stitutionen sollen mit 'S*!, iSj,^^, ...S^, und die Relativgrade mit Z^> = n,, 



•) Siehe dieses Journal Bd. 130 S. 197. 
Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 4. 34 
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h=n2^...f^^n^ bezeichnet werden (/ irgend eine Primzahl). Es ist also: 

.Si"i = l, 1=1, 2.- e. 

Alle Körper K^^ K2^ ... K, sollen zusammen den Körper K bilden 
vom Relativgrade 

Es seien Pup2^p3^ ••'p*) die sämtlichen in der Relativdiskriminante 
von K aufgehenden, von einander verschiedenen Primzahlen, und es werde 

wo die i^j, i^2?-.- ^< die größtmöglichen Potenzen von / sind.**) Wir bilden 
den Kongruenzstrahl in ^ mit dem Führer \ = (pip2"»pt)' Ist rn der größte 
zu / prirae Teiler seiner Klassenanzahl, so erheben wir jede Strahlklasse 
in die in" Potenz. Die so entstehenden Klassen bilden wieder eine i46e/8che 
Gruppe und lassen sich in der Form darstellen 






wo Qi, a2, ...a^ ein ein für allemal festgewähltes Basensystem ist. Die Zahl 

/* = /«! + «» 4-. ..4 ag 

nennen wir die zu l gekörige Strahlklassenanzahf. 

Jedem Ideal einer Klasse a ordnen wir das Symbol 

(.l'l, 3-2? • • • ^j7 ) 

ZU. Es gibt also f verschiedene Symbole. Das Symbol 

(0,0,0,...0) 

entspricht der Uauptstrahlklasse und heiße Hauptsymbol. 

2. Wir bilden mit den Primidealen ^,, 5ßo, ... 5ß,***) den zugehörigen 
Klassenstrahlt) des Körpers K mit dem Führer 5. Jedem seiner Ideale 



*) Kommt unter den p die Primzahl / vor, so verstehen wir jetzt und in Zukunft 
stets die Potenz l''«»''-*-^ unter einem der (p). 
♦♦) Siehe d. J. Bd. 130 S. 211 u. flf. 

***) S. Anm. *); l ist wieder gesondert zu betrachten. Vergl. d. J. Bd. 130, S. 228. 
t) Dieses Journal Bd. 130 S. 230 u. flf. 
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% dessen Relativnorm in bezag auf k in a ßillt, ordnen wir das Symbol 

ZU, wenn dem Ideal a = iV]t(5l) von k dieses Symbol entspricht. 

Ideale derselben Klasse haben dasselbe Symbol. Man spricht deshalb 
von dem Symbol einer Strahlklasse. Alle Klassen mit demselben Symbol 
bilden ein Geschlecht. Alle Klassen mit dem Symbol (0,0,... 0) bilden das 
Hauptgeschlecht. Die Anzahl aller möglichen Geschlechter beträgt: 

l\ 

3. Wir setzen 

dann ist 

Die (l—S^'te symbolische Potenz einer Klasse A des Klassenstrahls liegt 
im Hauptgeschlecht. 

Denn ist 91 ein Ideal von A und 
so wird 

^l + S + S»+... +5*-» f^Y Cft") 

also um so mehr 

b = AUö)^l(D, 

b liegt somit im Hauptstrahl und hat das Symbol (0,0,... 0). 

4. Es sei A eine Klasse des Klassenstrahls und 

d. h., wenn 91 ein Ideal von A : 

Dann kann 

9l*-^ = ^-(^-^> 

gesetzt werden, wo ^ eine Zahl des Strahles, und zwar deshalb, weil in 
S alle Substitutionen .SV als Faktoren auftreten; u4 ist sicher prim zur Relativ- 

34* 
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diskrimiuante von Kj da sonst A^"^ nicht im Klassenstrahl läge.*) Also 
wird 

d. h. (u4) 91 ist ein ainbiges Ideal. Da wir im Klassenstrahl sind, ist (^ 9( 
zu allen in der Relativdiskrim inante aufgehenden Idealen prim, also kann 
(^)2( nur ein Strahlideal von k sein: 

(^)9l = a 
oder 

(jede Zahl des Klassenstrahls, die in /: liegt, ist auch Zahl des Strahles f 
von k) d. h. 

Jedes Ideal, dessen (i — ^S)-^e symbolische Potenz Hauptstrahl wird^ 
ist einem Strahlideal von k äquivalent, 

5. Sind zwei Ideale 9(i und 9I2 gegeben, flir die 

so muß demnach 

sein, wo a ein Strahlideal von k. Nun gibt es aber im ganzen /* Klassen a 
in /; dieselben bilden aber nach Kap. IV (S.,232) nur 

Klassen im Klassenstrahl. Somit gibt es /^"'^ Klassen %^ flir die 

Die Anzahl aller Klassen ist demnach 

wenn es s^ Klassen im Hauptgeschlecht gibt. Denn 91/ ""^ ist immer eine 
Klasse des Hauptgeschlechtes. 

H. In jedem (ieschlccht (jiht es gleich viele, nämlich s Klassen. 

Denn gibt es in einem Geschlechte eine Klasse /1, so erhält man 
durch Multiplikation mit den s Klassen des Hauptgeschlechtes lauter ver- 
schiedene Klassen des Geschlechtes von .1. Man erhält aber auch jede; 

*) Dies ist eine einfache Venillgoineinoriinii: des iSatzes auf S. 285 in diesem 
Journal, Bd. im 
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denn der Quotient zweier Klassen desselben Geschlechtes liegt im Hanpt- 
geschlechL 

Ist also g die Anzahl der existierenden Geschlechter, so ist die 
Anzahl aller Klassen: 

Vergleicht man dies mit ö., so wird: 

woraas der Satz am Kopfe des Kapitels. Das Resultat kann aach so aas- 
gedrückt werden: 

Satz: Es gibt (/*- Z*"*") zu l geluhige Klassen des Strahls in k, derm 
sämtliche Ideale nicht Relativnormen von Idealen des Klassenstrahls sind. 

Man kann dieses Resultat noch etwas verallgemeinern. Fügt man 
zu f noch beliebige zu f prime Primzahlen k^^k^^... /,, hinzu*), so sei /'** die 
größte in der Klassenanzahl des Strahles (k^^k^ ... /'„•f) = f' enthaltene Potenz 
von /. Jeder zu / gehörigen Klasse des Strahles f entsprechen dann p^ 
zu / gehörige Klassen im Strahl \\ Somit lautet obiger Satz: 

Satz: Es gibt 

Klassen des Strahles \\ deren Ideale nicht lielativnormen von Idealen des 
Klassenstrahles sind. Dabei ist /'** die größte in der Klassenanzahl des Strahls f * 
enthaltene Potenz ron I. 

VI. Kapitel. Anwendung auf die Gleichungen der komplexen Multiplikation. 

Hauptsatz: Die Relativdiskriminante der KUustngleichnng der kom- 
plexen Mxdtiplikation in, hezug auf den Hing mit dem Führer f eines quadratisch 
imagim'iren Körpers enthält nur die Primzahlen des Führers f. 

1. Die komplexe Multiplikation gibt uns algebraische Gleichungen 

/■(•O-o 

mit folgenden Eigenschaften**) 

*) In bezug auf den Fall, daß / unter den /: vorkommt, siehe Anm.*) S. 256. 
**) Wi'/ßer: Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen. 1891. III. Teil, insbes. 
14. Abschnitt. Fuefer: Dissort. Oött. liXJIi. Einleitung. 
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a) Zu jedem Ringe des quadratisch imaginären Körpers k = (\/m) mit 
dem Führer f gehört eine ganz bestimmte in (l/?n) irreduzible 
Qleichang 

(1.) /•Or) = 

mit ganzen rationalen Koeffizienten. 
h) Der Grad der Gleichung ist gleich der Klassenanzahl h des zu- 
gehörigen Ringes f. Ihre Gruppe ist Ahehcli in (j/?^) und holoedriscli 
isomorph mit der Gruppe der Klassen des Ringes f. 

c) Die Ideale von (|/w) werden in KQv^ym) Hauptideale. 

d) Ist p ein Primideal von (^m) und n der kleinste Exponent, so daß 

p** im Ringe f liegt, so zerfällt p in KQv, |/w) in - von einander 

verschiedene Primideale. Hiervon sind ausgenommen nur eine end- 
liche Anzahl von Primidealen p, über deren Verhalten man nichts 
weiß. 

2. Wir bedürfen noch der Gleichungen der Kreisteilung, also der 
absolut Abehchen Gleichungen. Wir nehmen die /-ten Kinheitswurzeln 

(2.) 0:^-1 = 0. 

Die Diskriminante dieses Körpers enthält nur die Primzahlen von /*, 
diese aber auch sämtlich. Ist p eine rationale, zu f prime Primzahl und 
71 der kleinste Exponent, so daß 

so zerfällt p in ^^^ von einander verschiedene Primideale.*) Bilden wir 

den Strahl mit dem Führer /,**) den wir kurz als Strahl / bezeichnen, so 
hat derselbe die Klassenanzahl 

und wir können die Theorie der Gleichung 

so zusammenfassen: 

a) Die Gleichung a;^— 1 = definiert eine irreduzible Gleichung /(a:) = 0. 



•) Siehe hierzu Hilheri: Zahlbericht S. 332 u. ff. 
*♦) Siehe Nachtrag zu Teil I S. 268. 
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b) Ihr Grad ist die Klassenanzabl des Strahles /' der ganzen rationalen 
Zahlen. Ihre Gruppe ist Abekch und holoedrisch isomorph mit der 
Gruppe der Strahlklassen im Strahl /. 

c) Alle Strahlideale werden in dem durch x gegebenen Stern mit dem 
Fuhrer f$ Hauptstrahlideale. 

Dieser Satz ist eine Anwendung der Sätze Kap. IV.*) 

d) Ist p ein Primideal des Strahls / und ^" die kleinste Potenz, so daß 

so zerfällt p im Stern in 

n n 

von einander verschiedene Primideale. 

3. Wir wollen den Oberkörper K von (|/w) untersuchen, der durch 
Adjunktion einer Gleichung (1.) und einer von (2.) (wo / die kleinste ganze 
rationale Zahl ^O(f) ist,) entsteht. Dazu brauchen wir noch eine weitere 
Eigenschaft der Gleichung (1.)**) 

Die Gleichung (1.): f(x) = zerfällt durch Adjunktion jeder der Größen: 



/ 



(- 1) -7 p 



V- 1, falls /■=0 (2), m= 1 (4), 
y2", falls m = 2 (4) oder 

.m = 3(4), /■=0(4), 

lüo p alle von einander verschiedenen in m oder f aufgehenden ungeraden Mm- 
zahlen bedeutet. Ist diese Zerfällung ausgeführt^ so zerfillt dieselbe nicht durch 
Adjunktion irgendwelcher weiterer EtnhettswurzelrL***) 

Wenn also r ungerade, von einander verschiedene Primzahlen in f 
aufgehen, A, der Grad der Gleichung (1.), Aj der Grad der Gleichung (2.) 
(beide fUr denselben Führer f genommen) ist, so wird der Relativgrad des 
Oberkörpers K beider Gleichungen in bezug auf ym sein: 

r7 = 0, falls /•*0(4), 
a=l, falls ^=0 (4)^0(8), 



2r + a 



a = 2, falls /=0(8) 



♦) Dieses Journal Bd. 130 S. 237. 
•♦) Weber: a. a. 0. S. 413 u. ff. Fueter: Diss. Kap. I. 
*••) Weber: Math. Annal. Bd. 49 S. 99. 
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oder, falls wir für A, und /h die Werte einsetzen und die Klassenanzabl 
von (ym) mit /i bezeichnen: 



•2 1, [/-"(. -o(. -(■;,))], 



tl — Diskr. von (Km) 
(p= + 1,-1,0, 



wo //; die Anzahl der Einheitswurzeln von (p/?) bedeutet und das Produkt 
über alle in / aufgehenden Primzahlpotenzen />" (/*= ;>,"«;>?-• . . .) zu erstrecken ist. 
Dieser Grad ist nichts anderes als die Strahlklassenanzahl h vom Strahl f 
in (j/m), bei Äquivalenz in weiterm Sinne.*) Ist 0(0 die Anzahl der zu 
f primen inkongruenten Zahlen nach f i" (V^^/O? ^^ ^^^ 



0(f)=.A/y/--O> -!)(/> -Cp). 



Wir haben deshalb das Resultat: 

In bezug auf den Strahl von (j/?;*) mit dnn Fii/irer f nnd der 
Stra/UUassenanzahl h existiert ein relttttr Abelscher Kijrper K mit dem 
Relatimjrad h, gegeben durch- eine Gleichung mit ganzen rationalen 
Koelfizienteii. 

4. I)ie Zerfallung der Primideale in K. 

Es sei p ein Primideal von (|/m) und n! der kleinste fc^xponent, so 

daß p-' im Ring f liegt. Uann zerfällt p in (1.) in *) Primideale. Ist 
ferner n" der kleinste Exponent, so daß 

(70""^ 1 (t) 
und n das kleinste gemeinsame Vielfache von n' und n'\ so wird, wie leicht 
zu sehen, jedes der V Primideale durch Adjunktion von a/— 1^0 in 
.i/iä Ideale zerfallen, also p in 

h, h, 

Primideale. Nun ist aber andererseits n der kleinste Exponent, fUr den 

P'-^iCf). 

•) Siehe Nachtrag zu Teil I S. 268. 
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Denn gäbe es ein n<^n^ so daß 

so wäre p*' im Ring f und 

n wäre also nicht das kleinste gemeinsame Vielfache dieser Größen. 
Somit ergibt sich: Ist p ein Primideal von ()/?n) und n de?- kleinste Exponent, 
so daß 

im Strahl f lie^t, so zerfällt p in K in - von einander verschiedene Pnm- 

ideale, h ist die Strahlklassenanzahl. Hiervon machen Ausnahme nur eine 
endliche Anzahl von Primidealen. 

5. Es sei Z*^ die größte in h enthaltene Potenz der Primzahl /; wir 
bilden den Unterkörper iTj von K, der relativ Abehah. mit dem Relativgrad 
V in bezug auf {ym) ist. Wir erheben alle Strahlklassen von (y^) in die 

7;:te Potenz. Die zu / gehörigen Klassen bilden das System 

Ebenso bilden wir einen neuen Strahl f, in (Vw), indem wir in fi die 
von / verschiedenen, unter einander verschiedenen Primzahlen von f auf- 
nehmen (als einfache Faktoren), und die Primzahl /, wenn in f auftretend, 
in ihrer richtigen Potenz. Dann geht aus dem Satze von 3. fUr diesen Fall 
gemäß der Formel Über die Strahlklassenanzahl und dem Zerßillungsgesetz 
der Primzahlen in relativ i46e/schen Körpern*) das Resultat hervor: 

/** ist die größte in Aj der Klassenanzahl des Strahles f^ vo7i ()/m) ent- 
haltene Potenz von l. Ist ?i, de7' kleinste Eocponent, so daß für ein 

Primideal p 

h 

so zerfällt to in K^ in ■■■- von einander verschiedene Primideale. Ausnahme 

' n, 

machen nur eine endliche Anzahl von Primidealen. 

6. HilfS8ätze: 1. In einer Klasse eines Strahls von (^m) gibt es un- 
endlich viele Primideale, falls die Klasse durch Zahlen in (j/?/?" ) repräsentiert wird. 

*) Zahlbericht S. 277. 
Journal für Mathematik Bd. 132. Ueft 4. 35 
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2. Die jbizahl der Primideale der Hanptkkisse ist nach 1. unendlich 
groß^ und es ist, wenn p^ alle Normen dieser Primideale durchh'iuft: 

WO h die Hti^ahlklassenanzahl ist. 

3. Wenn in zwei zu einem gegebenen Körper relativ Abelschen Körpern 
vom seihen Relativgrade alle Pr im ideale i. Grades dieselben sind, abgesehen 
von den Primidealen pj, V??«"? /'^'* ^^^^' 

konvergiert, so sind die beiden Körper identisch. 

Da die Beweise zu weit von dem eigentlichen Stoffe abführen, auch 
im wesentlichen schon bekannt sind, so unterdrücke ich dieselben. Es sei 
nur bemerkt, daß der Hilfssatz 3. sich einfach durch sukzessive Anwendung 
von Satz 152 Zahlbericht S. 426 ergibt.*) 

7. Da es nach dem Existenzsatz von 3. für jeden Führer fi einen Körper 
Ä^i gibt, so bezeichnen wir ihn mit A'i (f,), wo f, der entsprechende Teiler 
von f ist, der zur Primzahl / gehört. Es sei /)**) eine zu f prime Primzahl, 
und l'^Up die größte Potenz von /, für die 

2ii.r/>-l)(7>-(^,))^0 (/•). 

Dann betrachten wir A', CfipJ. In diesem Körper wird p niemals 
die /<'-te Potenz eines Ideals, falb n'^Uj,. Denn sonst müßte nach dem 
Satze Kap. III.***) 

o>-i)G-(;0)=o («•) 

gegen die Definition von r)^^<in\'\) 

*) Vgl. auch hierzu Webe}\ d. J. Bd. 129. S. 35, wo im wesentlichen auch der 
Strahlbegriff gebraucht wird zum Beweise eines speziellen Falles von 1. 

**) S. die Anm. S. 256 für den Fall p = l. Der Fall ist gesondert zu betrachten. 
***) ü. J. S. 232 und S. 228 u. ff. 
t) Der Fall / = 2 ist gesondert zu betrachten, macht aber keine Schwierigkeit, 
weil wir die Diskriminante der Kreiskörper kennen. Wir brauchen nur wiederum K^ 
aus (1) und (2) zusammenzusetzen. 
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Ist wieder h^ der Relativgrad von A'i (f,) in bezug auf (j/wT), so ist 



'2 



der Relativgrad von K^ (f, p) in bezug auf (|/w). Nach unseren obigen 
Überlegungen muß also in ÄV(fi/>) ein Unterkörper V-ten Relativgrades 
existieren, dessen Relativdisknminante zit p prim ut. Wir bezeichnen ihn 
mit K[ (^xpy Derselbe ist also wieder ein relativ Abelscher Körper von 
(yw), mit dem Relativgrad Z*" \ind zu p primei* Relativdisknminante. 

Wir wenden auf diesen Körper unsern Satz Kap. V an. Es sei f* 
das kleinste gemeinsame Vielfache von fi und dem aus der Relativ- 
disknminante von Ä7(pf,) entspringenden Führer, f* ist somit zu p prim. 
Dann gibt es im Strahl f* (/"' — /'•*'"■) Klassen, die nicht zerfallen, wenn 
/"' die zu / gehörige Klassenanzahl vom Strahl f ist. Würde unter diesen 
Klassen eine Klasse a vorkommen, die im Strahl fi in die Hauptklasse 
fiele, so würde es (nach Hilfssatz 1 in 6.) unendlich viele Primideale 
dieser Klasse geben, welche zugleich auch im Hauptstrahl von (p fi) liegen, 
da ja j> zu f* prim ist. Diese Primideale müssen aber alle in A7 (pfO (bis 
auf eine endliche Anzahl) in l^ Primideale zerfallen, da ^[(pf,) ein Unter- 
körper von K^(^p\^) ist. der dem Zerlegungssatze 4. genügt. Also kann 
auch keine Klasse a '^ 1 (fi) unter dem obigen System von Klassen vor- 
kommen. 

Nun gibt es aber im Strahle f* Z"*"^ zu / gehörige Klassen, die 
Hanptklassen im Strahl f, werden, also 

zu / gehörige Klassen, die nicht Hauptklassen im Strahle f, sind. Somit 
müssen die sämtlichen Ideale aller Klassen vom Strahl f,, die nicht Haupt- 
klassen sind, nicht Relativnormen von Idealen in Kl(jp\^ werden. Alle 
Primideale dieser Klassen zerfallen also nicht in Primideale 1. Grades. 
Wir haben das Resultat, da nur /'^ Klassen vom Strahl fi zu / gehören: 

Alle Primideale vom Strahl f„ die nicht in der zu l gehörigen 
Ilauptklasse sind, zerfallen in AV(/>t,), nicht in /' Primideale. 

Durchläuft Pi alle Primzahlen, die Normen eines Primideals der Haupt- 
klasse von fi sind, so ist nach Hilfssatz 2.: 

35* 
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L ^^ vi _j_ 

.=1, 1 2f* 

Durchläuft aber p\ alle Primideale 1. Grades^ so ist,*) da 2/*^ der 
Grad des Gör/o/.<?schen Körpers ÄV(j^ti) ist? 

»=• " 1 ~ 2/'- • 

Da aber alle p\ nach obigem unter den p, enthalten sind^ so erhält 
man den 

Satz: Alle Pnmide(de der llauptklas,<ie von f^ zerfallen in AV (;^fi) 
in /'■ Pnnndeale, ah()esehen von den Primidealen p], p^, p3, ..., für die , 



w(p/) 

Dann muß aber Ä7(/^f,) mit A*, (f,) identisch sein nach Hilfssatz 3. 
in 6., und da Ar/(jpf,) eine zu /> prime Relativdiskriminante hat, muß auch 
Kl (fi) eine zu 7; prime Relativdiskriminante haben. Somit kann unter den 
endlich vielen Primzahlen der Relativdiskriminante von A'i (fi) keine zu f, 
prime Primzahl p auftreten. (Schließlich könnte mau hier noch leicht be- 
weisen, daß auch p wirklich die /'-te Potenz eines Ideals in A', (})f,) wird.) 

Da wir diesen Beweis für jede Primzahl / machen können, haben 
wir den Satz bewiesen: 

Satz: I>ie Gleichungen der komplexen Mnltiplikation haben eine lie- 
latirdiskriminante, die nur die Primzahlen des zngehljrigen Ringes enthält.**^ 

Andererseits kennen wir jetzt auch die Existenz des Sternes :}:(f): 

Satz: Zu jedem Strahl mit dem Fiihrer f in (}/w) existiert ein zu- 
gehönger :j^(])^ dessen lielatirgrad gleich der Klassenanzahl des Strahles f, 



*) Zahlbericht. S. 265. Satz 84. 

**) Die Gleichungen der Klasseninvarianten zweiter Art sind bis jetzt nicht be- 
sonders hervorgehoben worden. Sie entsprechen Ringen mit durch 2 teilbarem Fuhrer. 
Siehe Wetter, Ellipt. Funkt, etc. S. 3:59. 
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dessen Gruppe holoedrisch isomorph mit der Gruppe der Strahlklassen ist, und 
dessen Relativdiskriminante nur die Primzahlen des Führers f enthält. 



VII. Kapitel. 

I^e Ahelschen Gleichungen in einem ipcadratü^ch imaginären Körper. 

Hauptsatz: Jede in einem quadratisch imaginären Körper AheUche 
Gleichung läßt sich durch die Körper der singulären Moduln und durch die 
Kreiskörper lösen. 

1. Gegeben eine Gleichung 

/(.:) = 0. 

Ihre Koeffizienten seien Zahlen eines imaginären quadratischen 
Körpers ([/?«), und ihre Gruppe sei in diesem Körper Abehc\\. Dann führen 
wir /(.t) = auf ein System von Gleichungen gemäß Kap. I:*) 

zurück, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind und die in (]^m) 
eine Abekcht Gruppe haben. 

2. Wir beweisen flir jede Gleichung des Systems in 1. den Satz 
gesondert; z. B. für /, (x) = 0. Wir bilden den aus seiner Relativdiskriminante 
entspringenden Führer fj in (x, ym)^ f *" (|/w). Dann existiert nach Kap. VI. 
ein Stern ^ (f,) dessen Gleichung durch die Kreiskörper und Körper der 
singulären Moduln geliefert wird. Wäre nun /l (x) = nicht Unterkörper 
von * (f ), so gäbe es einen zum Strahl f relativ Abekchen Körper von 
einem Relativgrade größer als die Klassenanzahl des Strahles. Das ist 
wegen des Satzes Kap. IV.**) unmöglich. Also muß fx (x) Unterkörper von 
* (f) sein, womit unser Hauptsatz bewiesen ist 



Zum Schlüsse sei noch eine Bemerkung angefügt. Alle hier ver- 
wendeten Methoden sind reiii arithmetisch. Mit denselben ist aber auch 
kein Existenzbeweis zu führen. Erst die Anwendung auf die komplexe 



♦) Dieses Journal Bd. 130. S. 207. 
*♦) Dieses Journal Bd. 130. S. 237. 
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Multiplikation brachte das transzendente Element. Die Funktionentheorie 
liefert den Existenzbeweis. Es ist somit das zu Beginn Gesagte bestätigt. 
Wie angedeutet, liegen in dem Satz Kap. V. die Keziprozitätsgesetze 
versteckt. Sie sind einfach herauszuschälen, d. h. auf die bisherige Form 
zu bringen durch Adjunktion von Einheitswurzeln. Allein mir scheint der 
Satz Über die Geschlechter gerade der allgemeine Ausdruck derselben zu 
sein, falls man von weiterer Adjunktion von Kinheitswurzeln absieht 

Nachtrag zu Teil L 

In der Definition des Äquivalenzbegriffes ist die Unterscheidung von 
Äquivalenz im engeren und weiteren Sinne nicht auseinandergehalten, trotz- 
dem dies ein springender Punkt ist. 

Ist der Körper /: reell, so nennen wir nur dann zwei Ideale äquivalent, 
wenn ihr Quotient =l(f) und positiv ist. Dies gibt fUr den Körper (1.) 
die Strahlklassenanzahl 

und nicht, wie nach der Formel ^\y \ da jetzt eine Zahl a>0, für die 

nicht mehr Hauptideal ist. Für diesen Äquivalenzbegriff gelten die sämt- 
lichen über den Strahl festgelegten Sätze. 

Für imaginäre Körper fällt diese Bedingung weg. Wir brauchen 
hier dagegen den Aquivalenzbegnff im weiteren Sinne. Wir werden zwei 
Strahlideale dann und nur dann äquivalent nennen, wenn ihr Quotient für jede 
in f aufgehende Primzahlpotenz =l(f) gemacht werden kann. 

Für den quadratisch imaginären Körper ()/?») mit der Klassenanzahl 
// lautet dann der Wert der Strahlklassenanzahl //, des Führers f: 

e • //» ' 
WO e die Anzahl der Wurzeln der Kongruenz 
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und w die Anzahl der Einheitswurzeln in (|/^) ist. Denn zwei Klassen 
sind jetzt äquivalent, wenn das Quadrat des Quotienten ^l(f) ist. Die 
Anzahl e ist aber*) 

6 = 2"^% 

wo r die Anzahl der von einander verschiedenen ungeraden in f aufgehenden 
Primzahlen, a = für /*0(4), a = l für / = 0(4)*0(8), a = 2 für /= 0(8) 
ist. Also 






^(f) die Anzahl der zu f primen inkongruenten Zahlen in (ym). Für 
diesen Äquivalenzbegriff gelten die Sätze des Teiles I. Denn bei den Be- 
weisen ist stets nur von einem in f aufgehenden Primideal Gebrauch ge- 
macht. Für den Führer f = /> stimmen aber der gewöhnliche und der neue 
Äquivalenzbegriff Uberein. 

Man kann flir den Körper (|/?/0 den Äquivalenzbegriff auch so fest- 
legen. Der Quotient zweier äquivalenter Ideale vxuJS im Ring f, ihre Norm 
im Strahl f lier/en. 

*) Diriehlet'Dedekind, 8. 87 u. flf. 
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Zur Theorie der trigonometrischen Reihe. 

Von Herrn Felix Bernstein in Halle. 



In der Theorie der divergenten Reihen einer komplexen Veränder- 
lichen sind drei Methoden üblich. Die erste beruht auf einer einfachen 
oder wiederholten Bildung der arithmetischen Mittel der Partialsummen, 
wobei noch die Glieder mit geeigneten Gewichten versehen werden können. 
Die zweite beruht auf den Konvergenzeigenschaften der kontinuierlichen 
Kettenbrllche. Die dritte und umfassendste ist auf die Anwendung der nach 
Reihen von Polynomen fortschreitenden Entwicklung gegründet und erlaubt 
die allgemeine Lösung des Problems, wie Mittag-Leffler gezeigt hat. 

Herr Fejer hat die erste dieser Methoden, die einfache Summation 
mit Erfolg auf die Untersuchung der trigonometrischen Reihen übertragen. 

Im folgenden wird die dritte Methode zur Anwendung kommen, und 
es werden sich mit Hilfe derselben weitgehende Verallgemeinerungen er- 
geben. Die Basis der dritten Methode bildet die Theorie der Approxi- 
mation durch endliche Reihen. 

Bekanntlich hat Weierstraß bewiesen, daß sich jede stetige Funktion 
im Intervall von bis 2 tt durch eine endliche trigonometrische Reihe mit 
vorgegebener Genauigkeit approximieren läßt. 

Ferner hat Tschebyscheff die Bemerkung gemacht, daß die Reihen 
nach Orthogonalfunktionen sämtlich im Sinne der Methode der kleinsten 
Quadrate die beste Annäherung bewirken. 

Das erste dieser Theoreme, welches Volterra sehr einfach bewiesen 
hat, gestattet eine wesentliche Ausdehnung, und wir erhalten mittelst dieser 
eine Darstellung einer nur an den Stetigkeitsstellen gewissen Beschränkungen 
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der Schwankung unterworfenen Funktion an den Stetigkeitsstellen durch 
eine konvergente Reihe endlicher trigonometrischer Ausdrücke (Analogen des 
Hauptsatzes von Fejer), 

Zweitens erhalten wir aus dem verallgemeinerten Satze von Weierslraß 
das für die Annäherung im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate fun- 
damentale Resultat, daß mittels der endlichen Fourter^c\\^\\ Reihe stets das 
Integral des Fehlerquadrats unter eine vorgegebene Grenze herabgedrllckt 
werden kann. Hieraus folgt sofort ein von de la Valle-Ponsstn und Hnrwüz*) 
bewiesener Satz über die i^o?inerschen Konstanten. Alle Betrachtungen be- 
ruhen ausschließlich auf dem klassischen Resultat von Dirichlet, welches 
wir nur für eine stetige aus einer endlichen Zahl linearer Stücke bestehende 
Funktion anwenden. 

Infolge dessen gestatten die bewiesenen Sätze Verallgemeinerungen 
auf höhere Reihenentwicklungen, die nach Orthogoualfunktionen fortschreiten. 

§ 1. 

Erster Approximationssatz : 

Es sei f(x) eine eindeutige endliche Funktion der Penode 27r, 
toelche in jedem Intei'vaUe einer endlichen Menge l^ von Intervallen, die 
in den Grenzeft bis 27i gegeben seien, eine Schwankung erleidet, die 
kleine!* als w ist, dann kann eine endliche tiigonometrische Reihe (p„, (x) 
so angegeben werden, daß innerhalb der Menge /„ gleichmäßig für alle x 

(I) |/Oi-)-</'«(^)l«« + * 

ist, ICO € eine beliebig kleine xiorgegebene Größe bedeutet, 

Zusatz. Ist M die obere Grenze der absoluten Werte von f\x) 
in 4, so ist (p„^ (x) zugleich so zu bestimmen, daß für alle x 

(a) I </',„(a;) I <il/+* 

loird. 
In dieser Form reicht der Satz aus, um die auf die Integration im 
Rie7na7in&chei\ Sinne bezüglichen Sätze des § 4 zu beweisen. 



*) S. Math. Ann. Bd. 57. Literaturangaben in Math. Ann. Bd. 59, S. 553 über 
Beweise von E. Fischer^ Stehlop\ Lebesgue, Von den verschiedenen Beweisen ist der 
gegenwärtige, der der allgemeinste ist, dem zweiten Beweise von A, Burwitz am nächsten 
verwandt. 

Journal für Mathemaük Bd. 132. Ueft 4. 36 
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Beweis: Es sei {ab) eins der genannten Intervalle der Menge /„; wir 
haben für ein x in diesem Intervalle 

f(x)^fia) = ri, h|<w, 
Der lineare Ausdruck 

ist enthalten zwischen f{a) und f(Jj) und infolge dessen ist F(p)'-f(x) ent- 
halten zwischen fOO — f^x) und f(J>) — f(x). Also ist 

\F(x)^f(x)\<im (xln(«6)). 

Die Menge der linearen Ausdrücke F(x) verbinden wir zu einer 
stetigen periodischen Funktion f\ (x\ indem wir in den noch fehlenden Inter- 
vallen L« des Bereiches bis 2/1 die Funktion /i (.x) gleichfalls linear inter- 
polieren und ihr die Periode 2n geben. Es stellt f^{x) die Funktion f\x) 
mit einer Genauigkeit größer als w dar. Andrerseits hat f\ (j) eine be- 
grenzte Zahl von Maxima und Minima, da /„ und L„ ehie endliche Menge 
ist, infolge dessen können wir nach dem Theorem von Dmchlet /i {x) durch 
eine gleichmäßig konvergente Reihe darstellen, d. h. wir können eine end- 
liche trigonometrische Reihe von m Gliedern </)^ (i) so angeben, daß 

ist, wo € eine beliebig vorgegebene Größe ist. Wir haben also eine end- 
liche trigonometrische Reihe (p„,(x)^ für die 

I f(i^)-(p.X^) I <«> + * 

ist, womit der Satz bewiesen ist. Man sieht überdies, daß in der Tat stets 

l/.Gr)|<ii/ 

ist. Infolge dessen ist anch 

I V-hC^) I <-V+.. 



§2. 

Zum Zweck der Darstellung der Funktion brauchen wir den folgen- 
den Satz: 
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Vei*allgemeinef*ler erster Approximatioiissatz. Es seien 

eine endliche Anzahl sich nicht überdeckender Intervalle, sämtlich zwischen 
und 2 n liegend, und es seien in diesen Intervallen (mit Einschluß der 
Grenzen) irgendwie solche endlichen Funktionswerte f(x) gegeben, daß die 
dem Intervall J entsprechende Schwankung (v^ endlich ist. Es laßt sich 
dann stets die tingonometrische Reihe y,„ (x) so angeben, daß 

(!•) \f{x)-ip^{x)\<o>, + e ("»«») 

ist, wo B eine gleichmäßig für alle d vorgegebene Größe bedeutet. 

Die Fnnktionswerte brauchen nicht in allen Punkten des d zu 
existieren, wir müssen sie nur immer so vervollständigen können, daß sie 
für alle Punkte existieren, ohne daß die Schwankung sich vergrößert. Hierzxi 
ist offenbar notig anzunehmen, daß an jedem gemeinsamen Grenzpunkt a zweier 
Intervalle cJ ein Wert f(ci) angegeben werden kann, tvelcher die Schwankung 
in keinem der beiden Intervalle vergrößert. Wir imichen diese Voraussetziuig. 

Beweis: Wir ersetzen wiederum in jedem 3 die vervollständigte 
Funktion f(x) durch eine lineare Funktion F(x)^ welche mit f(x) an den 
Intervallendpunkten übereinstimmt und bilden die stückweise lineare Funktion 
f\ 0^)j indem wir in den noch fehlenden Intervallen linear interpolieren. In- 
folge unserer Voraussetzung ist /l (x) überall stetig, und es ist 

1/0^0 -/.(•'OK"'. ^•""'^- 

Wenn wir jetzt cp,^ (.r) so bestimmen, daß 

I /;(.r) -(/)„. CO I <. 

für jedes x wird, so haben wir 

q. e. d. 

§3- 

Darstellungssatz. Es sei f(x) eine Funktion im Liter valle von 

bis 2n, tcelche Stetigkeitsstellen besitzt und deren Werte an diesen Stellen 

im ganzen Intervall (0 . . . 27i) die endliche Schwankung S2 ei^leiden. Dann 

läßt sich eine Reihe, bestehend aus endlichen trigonometrischen Ausdrücken, 

3G* 
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angeben y welche an jeder Stehgkettsstelle von f(x) konvergiert und dort 
f(x) darstellt. 

Beiveis: Wir teilen das Intervall (O...277) in // gleiche Teile) 

Jj, c)2, ••• ()«, 

und es sei co,^ die jedenfalls endliche Schwankung der Werte an den 
Stetigkeitsstellen 1- in ()\ Es gibt dann eine endliche trigonometrische 
Reihe (f>^"^ (.x), wie der verallgemeinerte Approximationssatz zeigt, so daß 

ist, wo e = s„ für jedes n beliebig vorgegeben sein kann. Wir wählen 
fj>^„_, und lim «„ = 0. Für jede Stetigkeitsstelle x läßt sich iV^so groß 

Wählen, daß die Schwankung cü,^ für alle n>N unterhalb einer vor- 
gegebenen Größe o) liegt. Es läßt sich daher ein n^ bestimmen, von 
welchem ab, bei vorgegebenem u) und * für alle 7i>??, 

|/«(.7) -.,)(-) (:F) \<:a> + e 
ist. Infolge dessen konvergiert die Reihe 

T V'(,) CO = i (¥"' CO - y^"- ' (*•) ) 

«=1 »1=1 ^ ' 

an jeder Stetigkeitsstelle und stellt dort die gegebene Funktion dar 

§4. 

Es sei jetzt /(.r) eine im Sinne Jiiemann% integrierbare Funktion 
der Periode 2 71. Es sei also, unter Mi und M^ zwei endliche Zahlen ver- 
standen, 

1. i)A</*OT)<J/„ 

und es sei 

2. bei vorgegebenen w und ?/ stets eine solche Teilung des Inter- 
valles (0...2n) in Intervalle 

möglich, daß die Summe der Menge L„ derjenigen, in denen die Schwankung 
von f(x) größer als w ist, kleiner als tj ausfällt. Es sei mit /„ die Menge 
der Intervalle bezeichnet, in denen die Schwankung kleiner als (o ausfällt. 
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Nach dem ersten Approximationssatz läßt sich die endliche trigonometrische 
Reihe (p,„ (x) so angeben, daß 

ist, unter 6 eine vorgegebene Größe verstanden, und daß außerdem für alle x 

ist, wo M die obere Grenze des absoluten Betrages von f{x) bedeutet. Mit 
f{x) zugleich ist im ^mwQ Riemamm auch (/*C07 nnd (/'(.^) — y„, OO)^ i"*®" 
grierbar. Wir bilden 

und zerteilen dasselbe in zwei Integrale, von denen das eine über die 
Punkte von /„, das andere über die Punkte von />„ erstreckt wird. Für das 
erstere gilt die Ungleichung 

f{f{x)^cp^{x)ydx<:(io+Byi^. 

Für das zweite gilt, indem wir berücksichtigen, daß 

\f(x) I <.!/ 
und also 

I f{x)-^cp^{x) I <2il/+f 
ist, 



Mithin ist 

7,1 
U 



/(f(^0-vU^)ydx^(2M+syL^ 



f{f(^)''V.(.^^)ydx<:x^+Byi^+(2M+eyL^ 



Auf der rechten Seite der Ungleichung können sowohl L^ als vd + s 
kleiner als vorgegebene Größen angenommen werden. Es kann also der 
Wert des Integrals beliebig klein gemacht werden. 

Es bedeute jetzt andrerseits yj^ (x) die Foicrier^che Entwicklung von 
7/1 Gliedern, deren Koeffizienten infolge des Umstandes, daß f(x) integrierbar 
ist, sämtlich existieren. Dann ist nach dem fundamentalen Theorem von 
Tschebyscheff für jedes m 

flf(^)''%. (^)ydx<f"(f^x)-<p^^ (x)ydx. 
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Infolge dessen kann, unter ?y eine beliebig vorgegebene Größe ver- 
standen, m so gewählt werden, daß für alle x 

2/1 

ist. Diese Ungleichnng gilt, da aus dem Theorem von Tschebyscheff folgt, 
daß das Integral des Rest quadratsständig abnimmt, auch für alle größeren m. 
Wir formulieren den Satz: 

Zweiter Approxiinatioiissatz. Ist f(x) eine im Riemaniischen Sinne 
integnerbare Funktion im Intervall (0...27t), so läßt sie sich nach der 
Methode der kleinsten Quadrate derart durch die endliche Founersche 
Reihe rff,„ (x) approximieren^ daß das Restintegi^al 

(II) f\f(x)-xt>„.(x)ydx<:,,, (m>M) 

i) 

fitr alle x bei beliebig luyrgegebenen // loird. 

Die Existenz der Fourier^ch^n Konstanten erweist sich daher als die 
notwendige und hinreichende Bedingung für die Annäherung einer Funktion 
mittels der Methode der kleinsten Quadrate, und es findet diese selbst dann 
statt, wenn die zugehörige FouriemoHiQ Reihe divergent sein sollte. Hamack 
(Über die trigonometrische Reihe und die Darstellung der willkürlichen 
Funktionen. Math. Ann. 17, S. 12) hat diese letztere Eventualität nicht 
erkannt, indem er fälschlich annimmt, daß lim ip^ (.r) nur für eine Wert- 

menge divergieren kann, welche den Inhalt Null besitzt. Dies gilt jedoch 
nur für diejenigen Stellen, wo \p,„ (.7) gleichmäJSui über jede gegebene Grenze 
wächst, während sich allgemein nichts aussagen läßt. 

Es existiert daher die von ihm eingeführte durch die Foune)%i^\\t 
Reihe definierte Funktion möglicherweise nicht, und seine Resultate sind 
nur unter Voraussetzung der Konvergenz der Fouriei^oXx^w Reihe bewiesen. 

Wir erhalten aus unserem zweiten Approximationssatz sofort den von 
Ilurwitz und de la Valle-Pov.^sin bewiesenen Satz. Es ist 

\ f\f(:v)y dx = hal+ i (''»' + 0. 
In der Tat brauchen wir nur 

y^o. CO ^ ^ ^^» + ^ G^* ^ös bx + al sin bx) 
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ZU setzen und das Restintegral gliedweise zu integrieren, wodurch wir das- 
selbe in der Form 

2/1 



^ k=\ J 



erhalten, und dann zur Grenze überzugehen. Hieraus folgt, wie bekannt, 
für zwei beliebige integrierbare Funktionen das Fundamentaltheorem der 
jFownVrschen Konstanten 

wenn die Größen bj, die Fow/wschen Konstanten von g {x) bedeuten. (Siehe 
Hurwitz a. a. ü.) 



§5. 

Alle diese Resultate benutzen nur die folgenden Eigenschaften der 
trigonometrischen Reihe: 

1. sie ist eine Entwicklung nach Orthogonalfunktionen; 

2. es läßt sich eine aus einer endlichen Anzahl linearer Stücke 
bestehende stetige Funktion fi{x) im Fundamentalintervall (0...277) 
gleichmäßig durch die Reihe approximieren. 

Diese beiden Eigenschaften sind noch von einer großen Zahl anderer 
Reihen z. B. den sogenannten Sturm- Liomnlle&cheu Reihen sichergestellt 
(vgl. die zusammenfassende Arbeit von Kneser, Math. Ann., Bd. 58 u. 60). 
Wir formulieren die beiden wichtigsten Sätze: 

Darstellungssatz : Bedeutet 

V V V 

eine Reihe von Ort/ioyo)udfnnktionen, mit deren Hilfe in einem Intervall 
(ci ... b) die Funktion f\ (x) durch eine gleichmäßig konvergente Reihe dar- 
gestellt wei*den kamiy so laßt sich jede Funktion f(x), tvelche an den 
Stetigkeitsstellen im Intervall die endliche Gesamtschwankung S2 besitzt, 
durch eine nach endlichen linearen Verbindungen dei* V^^V^,... fort- 
schreitende konvergente Reihe an allen Stetigkeitsstellen im Intervall (a ... 6) 
darstellen. 
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Zweiter Approximationssatz. Ist f(x) eine im Sinne liiemanns in- 
tegrierbare Funktion im Intervall (a ... b), so läßt sich nach der Methode der 
kleinsten Quadrate durch eine endliche Reihe Ai\\ + '" +A,,J\, = iff^(x) 
so approxmiereuy daß das Quadrat des Restintegrals 

Am - %n Qv)y g (X) dx < 7y (m > M) 

a 

für alle x bei beliebig vorgegebenen ?] wird, g Qv) bedeutet dabei in be- 
kannter Weise das Gewicht^ welches zu der Reihe der V gehört. 
Schließlich sei noch darauf hingewiesen, daß auch für einen Teil 
der Reihenentwicklungen nach Eigenfunktiouen, die aus einer linearen Integral- 
gleichung entspringen, die hier erforderliche Eigenschaft 2. bewiesen ist 
Wendet man den Entwicklungssatz von Ililbert (Gott Nachr. 1904, S. 75) 
und E. Schmidt (Diss. Gott § 9) an, so ist die Darstellbarkeit von f (x) 
in der Form 

f(x)=/k(is,t)p(t)dt 



die hier über den Kern k (s^ t) zu machende Voraussetzung. Diese ist für 
eitle große Anzahl Kerne als erfüllbar erkannt (s. Enzyklopädie der Math. 
Wiss. Pincherle II, All. Funktionaloperationen und -Gleichungen 29). 

Halle a. d. S., Juli 1906. 
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Zur Geometrie auf der Kugel. 

Von Herrn /?. Heger in Dresden. 



1. Ist siu a : siu ß = m : n^ so gelten die Fornneln 

ain^q^ w'8m-'(a + ^) ^.^^2^^ [n + m cos {a + ß)y 

?w* + w^ + 2 ?w w cos (a + /^) ' '/*^ + n,' + 2 7?i w cos (a + /^) ' 

. ?/i sin (a + //) 



» -|- w* cos (a + /?)■ 



Der Koordinatenbestimmung auf der Kugel legen wir ein beliebiges 
Kugeldreieck ^i A^ A^ zugrunde und nehmen als Punktkoordinaten die Sinus 
^n^2?^3 der sphärischen Abstände h^h^^i ^^ß Punktes von den Seiten des 
Achsendreiecks. Sind a,2 und a,3 die Teile des Winkels .4,, die jTj und fj 
gegenüberliegen, und bezeichnet man mit a,2,«i3 deren Sinus, mit a/a, «n die 
Kosinus, mit a,2, ^'u die Tangenten, so hat man 

, _ ____a\x\_ , _ __C^+i^fl)i ,/' == «1^3 

'''^~^i+^l+2a;.fa^3' "»^ ^i + 4 + 2a;.r2X3' "^^ ^2 + «>s 

usf. 

2. Bezeichnet man die Füße der Koordinaten von P mit P\ P'\ P"\ 
so ist nach (1.) 

sin A^P' __ ag, _ «3 (.Cg -f- a^o;,) sin A^P" _ a'/2 _ aij(^j_+_Ö8^a) 
sin~P'^3 ~" <i ~ 02(^^2 4- 03-^1)' sin F'A^ "" a;', "" 03 (a^ + ala^y 

sin A^P'" _ 023 _ ^Ä (-^2 + ^1 ^3) 

"d^^p^ ~ äV3 ~" ^^^7+ ^'^* 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 4. 37 
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Mit Hilfe des CarnoUahew Satzes ergibt sich hieraus als Gleichung 
des Orles der Punkte y deren Koordinaten fuße auf einem Hauptkreise liegen , 

0^3 + a[ X,) (a:j + a'^ .r^) {x^ + a [ x,) + (.r, + a^ x,) {x^ + (// .r,) (x, + «J x^) = , 

oder 

2 {a[ a!, a; + 1) .r, x,x, + (a; + a^ a^) (xj + xi) x, + {a^ + a^ al) (xi + x',) x, 
+ (a;-\-ala;){xl + xi)x,=^0. 

Hij,^Xt + a'iXt^O ist die Gleichung des Hauptkreises, der i4, .4; in .4, recht- 
winklig schneidet; die Ortsgleichung kann man daher ersetzen durch 

(3.) //,, . Hy, . /f,3 + H,, . H,, . /4 = 0. 

Der Ort ist dem Achsendreieck umschrieben, enthält die drei Schnittpunkte 
i7,jt =//^, = 0, sowie die Ecken des Polarendreiecks von i4,i42-43,//„ — /^f=0. 
Für den Ort der Punkte, deren Koordinatenfilße von den Gegenecken 
des Achseyidreiecks durch Hauptkreise eines Punktes aufgenommen werden, ergibt 
sich aus (2.) die Gleichung 

(4.) i/,,.74.i/u-/4-//i2-//23 = 0. 

Die beiden Ortskurven sind besondere Glieder des BUsehels kubischer 
Kugelknrven 

(5.) H2X • Hi2-Hxi — m 7/3, • ^,3 • H21 = 0. 

Die Kurve (5.) ist der Ort der Punkte^ deren Koordinatenfilße die Seiten 
des Achsendreiecks in Sinus vcrhciltnissen teilen, deren Produkt m ist. 

Je zwei Kurven dieser Büschel, deren Parameter m und m' reziprok 
sind, haben die Eigenschaft, daß die Koordinatenfilße irgend eines Punktes 
P der einen Kurve mit den Koordinatenfüßen jedes Punktes // der andern 
zusammen auf einem Kegelschnitte liegen; denn es ist 

sinPM3 ' sinP'''yJ, ' siüP'"/!, ^^''' 

sin ^2/7^ . ^^Adll . ^^^A ^n"' __ } 
sin n'A^ ' smfl"Ai ' 8in77'"^2 ~"^^'' 
also 

sin A ,j P' sin A ^ l]' ^ir^ A^J^^ sin A^fJ" sin A^P'" sin A^fl'" _^ 

sin P'ij'sin 77'^3'sin P^^/sin 77"^/ sin P"'A^~\\n HTÄl'^ 
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3. Als Hauptkreiskoordinaten ?ii, i^, u^ kann man die Koordinaten des 
Hauptkreispoles fUr das Polardreieck ansehen. Werden die Seiten des Achsen- 
dreiecks mit I,, deren Sinus, Kosinus and Tangenten mit /,, //, /7 bezeichnet 
und ist 

so ist 

|>31 ^12 «623 + ^13 • |>21 • |>32 = 

der Ort der Hauptkreise, deren Spuren auf den Achsen von den Polen der 
Achsen aus durch Hauptkreise eines Punktes aufgenommen werden. 
Ferner ist 

^31 $12 $23 — $13 • $21 • $32 = 

der Ort der Hauptkreise, deren Spuren auf den Seiten des Achsendreiecks 
von den Polen aus auf die Seiten des Poiarendreiecks durch Punkte eines 
Hauptkreises abgebildet werden; im allgemeinen ist 

$31 • $12 • $23 — ^'^ $13 • $21 • $32 = 

der Ort der Hauptkreise, für die 

An D^A^A^ 8inZ>2^2^8 sinD^^j^l,^ 
sin D^A^A^ sin D^A^Ä^ sin D^Ä^A^^ ' 

wobei D^jD^yD^ die Spuren des Hauptkreises Ui^u^^ti^ auf den Seiten des 
Polarendreiecks von A^^ .42, .43 sind. 

4. Die Hauptkreise der Punkte C^, T^, 63, die die Seiten des Dreiecks 
Ai A2 Aj in den Sinusverhältnissen 

sin Ai C'i 
sin CiAk 

unter rechten Winkeln teilen, enthalten einen gemeinsamen Punkt x^^Xi^x^^ 
wenn den Gleichungen 

n ^ ^3 (»^3 -f aj 'Ti ) _ «1^1 + ai X2) _ Q2 (^2 + Oi ^3)_ 

^ '^ ni{iC2 + a'zx\) *' «3 0^3 + aia?2) ~ '"' «i (^i + ai «3)"" ^ 

durch einen Verein .ti,a'2,.r3 genügt werden kann. Dies führt auf die Be- 
dingung 

37* 
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(2.) ^ ^ + ^'' ^^'^ ^^^^ ^^' ^'"^ '^3 - I ) + (h ^'3 ^/ (v-z ^3 — t;, ) + a^ a^ ai (i^, t'j - v.,) 

+ ^'i ^^2 ^3 (^1 ^2 - i^ = 0. 

Wenn die Hauptkreise Afi) einen gemeinsamen Punkt haben, so ist 
v^v^ 1)^=1^ und an die Stelle von (2.) tritt 

eil ^Xfl ^ ^2 ^1^2 ^ «3 ^1'3 ^ 

Hieraus folgt: F^rei Teiler der Seiten des Achsendreiecks und die Gegen- 
teiler sind immer zugleich die Koordinatenfüße eines Punktes, 

Der dual entsprechende Satz ist: r>rei Teiler der Winkel des Achsen- 
dreiecks und die Gegenteiler treffen die Heilen des Pola7*e7}dreiecks immer z^i- 
gleich in Punkten eines Hauptkreises. 



5. Bezogen auf das Dreieck XY Z der Hauptachsen, kann die 
Gleichung eines sphärischen Kegelschnitts in der Form angenommen werden 

(1) ^^^0^+^:2/^-1=0. 

Hierin sind x^y die Sinus der sphärischen Abstände des Punktes P 
von den Achsen YZ und XZ^ a, c die halbe große Achse und der halbe 
Abstand der elliptischen Brennpunkte, a, c ihre Sinus, a\ d die Kosinus. 
Wenn tp einen Winkel bedeutet, der an die Begrenzung sin^f/9<c^ ge- 
bunden ist, so erhält man die Koordinatensinus jedes Kegelschnittpunktes 
aus 

(2.) X = ^ sin </), y= ~ cos (f. 

Der Bogen r, der P mit dem Brennpunkte | c, 0, c' | verbindet, folgt 
aus 

/•' z=cx + c'z = a sin tp -f a^ cos (p ~ cos (a — (/)); 

mithin ist 

(3.) r = a-<p. 

Die Kntfernung vom anderen elliptischen Brennpunkte | — c, 0, c' | ist 
r, = a + y, und man kommt so zu dem Brennstrahlensatze r + ri~2a. 
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Der Haaptkreis der Kegelschnittöpunkte 7), und (p2 hat die Gleichung 
0^2/1 2^2) = 0; für den Punkt ! ^,0,/;' |, in dem er die Hauptachse schneidet, 
ist daher 

(3/, j2)./:-(2/i.r2)-/:' = 0, 
oder 

ra!k ak' . \ (a!k ak' . \ 

y, (^-7 COS (p^ - , sm y,J = y., y—r cos ip, - ^ sin (p,). 

Fuhrt man den Hilfswinkel n ein gemäß 

so hat man 

yi cos (n + 9^2) = 2/2 cos (n + 7),)- 

Setzt man hier noch 

so folgt für cpx und 7)2 der Zusammenhang 

^j N cos^ (n +^) ^ cos^ (n + T2) 

Steiner hat in seiner Abhandlung: Über eine Eigenschaft der Brenn- 
strahlen der Kegelschnitte (Dieses Journal Bd. 30, S. 337; Ges. Werke, 2. Bd., 
S. 350) eine andere Form dieses Zusammenhangs gegeben, die in der Über- 
tragung auf die Kugel lautet 

(2.) tang (b + rO tang (b + r^) = p , 

wobei b und p nur die Dimensionen des Kegelschnitts und k enthalten. 
Durch goniometrische Umrechnung kann man (1.) in (2.) überfuhren. Auch 
auf der Kugel gilt die von Steiner fllr die Ebene gemachte Bemerkung, 
daß b und p fUr je zwei Punkte der Hauptachse, die fUr den Kegelschnitt 
in Harmonie sind, dieselben Werte haben. 



6. In der Abhandlung: Über einige Bestimmungs weisen usw. (Dieses 
Journal Bd. 45, S. 189 ; Ges. Werke, 2. Bd., S. 467) gab Steiner fUr ebene Kegel- 
schnitte den Satz: Der Ort der Geraden, auf denen zwei feste Kreise Sehnen 
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abschneiden, die ein beständiges Verhältnis haben, ist ein bestimmter Kegel- 
schnitt. Für die Kugel gilt der entsprechende Satz: Der Ort der Hauptkreise, 
von denen zwei feste Kreise Sehnen abschneiden^ fi'ir deren Hälften die tn- 
gonometrischen Tangenten ein beständiges Verhältnis haben, ist ein bestimmter 
Kegelschnitt. 

Haben die Kreise die Mitten |c,,0, c,'i, Ca^O,^/!, und die Halb- 
messer r,, ti, schneiden sie ferner von | ?/, v, w\ die Sehnen 2ti, 2(2 ab, so 
ist, wenn n das Verhältnis bezeichnet, 

(1.) l"^nl[\ kll^nlJl. 

Hat I n^ v^ w \ von den Kreismitten die Abstände ai nnd Qq, so ist 

;f_W Jf__r2 

^'"ar '" aV 

daher folgt aus (l.) 

Nun ist bekanntlich 

a^ = c, ?6 + cl ir , ^/2 = C2 n + C2 w?, 

daher hat man schließlich als Gleichung des Ortes in Hanptkreiskoordinaten 

rr [(,c,u + c;wy^rl] = n'r:'[(ic,u + c;tvy^7il 

das Glied 2f(w verschwindet, wenn 

sin 2 C2 _ w^ ri '^ 
8in2ci "" W^ 

Teilt man also den doppelten Abstand der Kreismitten im Sinus- 
verhältnisse n'^r^'^irl'^ und halbiert die Teile, so erhält man die Abstände 
der auf J/, M2 liegenden Mitte des Kegelschnitts von den Punkten Mi und 
Mi. Bezogen auf die Hauptachsen kommt dem Kegelschnitte die Gleichung zu 

/•; ' (d u' + d, ' ir' - ;'2') - ä' 7'!/ (c] v' + c/ ' ir' - r?) ~. 0. 

Die Kegelschnitte, die verschiedenen Werten von n zugeh<)ren, bilden 
eine Schar, an der die beiden gegebenen Kreise als besondere Glieder teil- 
nehmen, tllr n ^0 nnd ;^-oo. 
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Ebenso erhält man: Der Ort der Punkte^ von dene?i aus zwei gegebene 
Kreise unter Winkeln aufgenommen icerdeUj für deren Hälften die tiigono- 
metrischen Tangenten ein gegebenes Verhältnis n haben, ist ein bestimmter 
sphärischer Kegelschnitt. Die Kegelschnitte, die zu den verschiedenen Werten 
von n gehören, bilden ein BUschel, an dem die gegebenen Kreise als be- 
sondere Glieder für /i = und n-oo teilnehmen. 

7. Ein sphärischer Kegelschnitt ist durch eine Leitlinie L und zwei 
berührende Hauptkreise 1\ und 1\ noch nicht völlig bestimmt. Die Gleichung 
des IMes für den zu L gehörigen Brennjmnkt F ergibt sich in folgender 
Weise. Sind l\j l\ die Berührungspunkte von 2\ und 7 2 mit einem zu X, 
Tj, T2 gehörigen Kegelschnitte, ist ferner b seine numerische Exzentrizität, 
so ist 

sio 1\ F sin P2 F 



(1.) 



sin PxQx sin 7^2 g>' 



wenn l\ Q^ und /^ Qi senkrecht zu L vorausgesetzt werden. Sind .4, und 
-42 die Spuren von 1\ und 1\ auf Z, so sind die Kugeldreiecke l\ F A^ und 
l\F Ai bei F rechtwinklig; in Rücksicht auf (1.) hat man daher 

(O \ l^"ij4A^ L ~ 8in^'Ai^2 

^ '^ sin Ax ~~ sin A2 

Bezeichnet man die Sinus und Kosinus der Winkel des Dreiecks 
i4, /I2 ^3 (wobei .43 der Schnittpunkt von 2\ und Tx ist) mit a^^a2^a^] a[^ 
«2,^4, und hat F für das Dreieck i4ii42.43 die Koordinaten .rj, a;2,.t*3, so ist 

daher folgt aus (2.) 

xl (xi +o^i + 2a!^x^x,)^ x] {xl + a:^ + 2 a / x^ x^) , 
oder einfacher 

(3.) C = (xi - .r?) x^ + 2 X, X2 («/ X, - a^ x-,) = 0. 

Für die sphärischen Kegelschnitte^ die eine Leitlinie und zivei Tangenten 
geynein haben, ist daher der Ort des der Leitlinie zugehörigen Brennpunktes eine 
bestimmte sphärische Kurve 3. Ordnung. 
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Die Kurve enthält die Punkte A^ und .4.^ und wird hier von den 
Hauptkreißen berührt 

^•3 + 2 (fl x. = 0, bzw. X3 + 2 «2 ^'1 = 0. 

Hieraas folgt, daß die in Ai und .l^ berührenden Hauptkreise mit 
T^ und T2 die Winkel .4, und A2 bilden. Aus der Gleichung des Ortes ist 
ferner ersichtlich, daß .43 Doppelpunkt ist, und daß die Tangenten im 
Doppelpunkte die Winkel .43 hälften. Für .^3 = erhält man aus C=0 
außer .^2 = und a\ = noch 

«/ Xi — aj 0:2 = , 

und dies ist die von A^ auf die Leitlinie gefällte Höhe des Dreiecks 4, .42 .43; 
ihr Fuß liegt also auf ('. 

Hat das Dreieck A^ A^ A^ bei A^ und A-2 gleiche Winkel, so zerfällt 
C in 

(i\ - x^) ( Qi\ + X,) X, + 2 al X, X2) = 0, 

also in die Höhe des gleichschenkligen Dreiecks A^ A2 A^ und in den sphä- 
Tischen Kegelschnitt 

(4.) (^^'i + X'z) x,+ 2a;x,X2 = 0. 

In der Ebene gilt unter übrigens gleichen Umständen die Orts- 
gleichung C = unverändert. Die Gleichung (4.) stellt dann den dem Achseu- 
dreiecke umschriebenen Kreis dar. Auf der Kugel hat dieser Kreis die 
Gleichung 

tang I A, A, • (x, + x,) x^ + tang '- A^ A2 'X^X2 = 0, 

fällt also nicht mit (4.) zusammen. Die Hauptkreise, die .4i ^43 und .42 .43 
in yl, bzw. A2 rechtwinklig schneiden, haben unter der Voraussetzung 

.4, = A2 die Gleichungen 

« 

.2'3 + al x\ = , x'i + a[ X2 = 0. 

Setzt man die hieraus für x^ und X2 folgenden Werte in (4.) ein, so 
wird (4.) identisch ; daher ist (4.) ein rechtwinkliger Kegelschnitt, d. i. der Ort 
der Scheitel aller rechtwinkligen sphärischen Dreiecke über der gemein- 
samen Hypotenuse A^ A2. 
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In der Ebene enthält die Kurve (3.) die imaginären Kreispunkte; 
daher ist hier ein Kegelschnitt durch eine Leitlinie und drei Tangenten 
fUnfdeutig bestimmt. 

Dual entspricht: Für die sphärischen Kegelschnitte, die einen Leitpunkt 
G und zwei gegebene Punkte P^ und Pj haben, ist der Ort der zu G ge- 
hörigen Brennkreise (sonst Asymptoten genannt) die kubische Kurve 

(5 = {u\ - 2(1) th - 2 Kl V2 (// 2fi - K U2) = 0, 

wobei Ii und U die Seiten l\G und PyG des Achsendreiecks GP^P^ bezeichnen. 
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Neue Kriterien 
für die IiTeduzibilität algebraischer Gleichungen. 

Von Herrn Oskar Perron in München. 

jjie Frage, ob eine gegebene algebraische Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten reduzibel oder irreduzibel ist im Bereich der rationalen Zahlen, 
kann theoretisch stets beantwortet werden. Denn es gibt mehrere allgemeine 
Methoden, die in jedem Fall nach einer endlichen Anzahl von Schritten zum 
Ziel führen müssen. Praktisch aber sind die erforderlichen Rechnungen wegen 
ihrer Länge meist unausführbar, und man muß sich daher nach anderen Mitteln 
umsehen. Da ist vor allem wichtig, daß vielfach die Irreduzibilität einer 
Gleichung schon von vornherein aus gewissen Eigenschaften ihrer Koeffi- 
zienten gefolgert werden kann; für die bis jetzt bekannten Kriterien dieser 
Art habe ich vor kurzem eine rationelle Beweismethode angegeben und einige 
weitere neu aufgestellt, die aus derselben Quelle fließen.*) Bei all diesen 
Sätzen bezogen sich die fraglichen Eigenschaften der Koeffizienten auf die 
Teilbarkeit, aber ebenso nützlich werden Kriterien sein, die aus Größen- 
beziehungen zwischen den Koeffizienten die Irreduzibilität erkennen lassen. 
Die Herleitung derartiger Theoreme auf Grund einfacher Prinzipien ist der 
Zweck der folgenden Zeilen. Im III. Abschnitt folgt dann kurz eine ana- 
loge Deduktion für solche Gleichungen, deren Koeffizienten selbst rationale 
Funktionen von einer oder mehr Variabein sind. 



*) Über eine Anwendung der Idealtheorie usw. Math. Annal. Bd. 60. Zu etwas 
allgemeineren Resultaten ist neuerdings Herr G, Dumas gelangt: Sur quelques cas d'irre- 
ductibilite des polynomes ä coefficients rationnels, Journal de math. pures et appl. VI. serie, 
t. 2, 1906. 
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I. 

1. Die algebraische Gleichung sei in der Form angenommen: 

/•(.r) = .r" + a,.7—^+...+6r_,.r + «n = 0, 

wo die Koeffizienten a^^...a„ ganze rationale Zahlen sind, und selbst- 
verständlich On^^' Eine solche Gleichung kann bekanntlich nur in der 
Weise zerfallen, daß die Koeffizienten der Faktoren wieder ganze Zahlen 
sind. Die in diesem Abschnitt zu beweisenden Sätze beruhen nun auf 
folgendem einfachen Prinzip: 

Die Gleichung /'(»r) = ist gewiß irreduzibel, tvewi die ahsolnten 

Werte x'on n — 1 ihrer Wurzeln kleiner als 1 sind. 

Würde nämlich f(x) zerfallen, so müßte jedenfalls einer der Faktoren 

lauter Wurzeln haben, die absolut kleiner als 1 sind, während doch ihr 

Produkt gleich dem letzten Koeffizienten des betreffenden Faktors, also eine 

ganze Zahl und somit > 1 sein muß. 

Wie leicht zu sehen, bleibt der Satz auch dann noch richtig, wenn 
es sich um Irreduzibilität in bezug auf einen imaginären quadratischen Körper 
handelt, wobei die Koeffizienten a^^...a^ ganze Zahlen eben dieses Körpers 
bedeuten dürfen. 

2. Zunächst mögen a^,... «„ beliebige (komplexe) Zahlen sein, und es 
werde zur Abkürzung im folgenden durchweg 

(1.) k/,! + !^2i+-+kn;=^ 

gesetzt. Dann beweise ich folgenden 

Hilfssatz L Wenn die Gleichung f(x) = eine Wurzel « hat, 
welche den Ungleichungen 

UI>1, 

j a, + a I >4 + l~| «J - i a , 

genügt, so ist notwendig auch | « ! >> 1 , aber die n — 1 andern Wurzeln 
von f(x) sind alle absolut <Cl. 
Zum Beweis führe man die Funktionen 



/; (.r) =.r" + .f, .T"-' + ... + fl, = /(.t) 

38* 
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ein, für welche die Reknrsionsformel 

(2.) ^fiQ^) + (ii^i = fi^.i{x) (.=0,1. ...—1) 

gilt. Ist dann a eine Wurzel von f\x)^ die die Voraussetzungen des Hilfs- 
satzes erfüllt, so ist /'„(a) = 0; außerdem sei zur Abkürzung 

(3.) |/l(«)l + |/2(«)| + -+|/n-l(«)|=A 

gesetzt. Vermöge (2.) ergibt sich hieraus 

laU=;-a, + /3(a)| + | -«3 + /; («); +...+ l-a^ + Z» («)| 

<l«2l + l/i(«)l + i«3l + l/3(«)l +•••+ l«J+ l/n(«)| 

oder auch 

(4.) (|«i^i)A^4- laj- k/| + a|. 

Nun ist nach Voraussetzung I « | > 1. Wäre etwa | a | = 1, so ginge 
die zweite der im Hilfssatz vorausgesetzten Ungleichungen über in: 0>>A 
— laj — |flfi + «l, während dagegen aus (4.) 0<.4— |aj — |ai + a| hervor- 
geht. Da somit kl = l nicht möglich ist, so muß notwendig |a;>>l sein 
und der erste Teil unserer Behauptung ist damit bewiesen. Dann darf aber 
(4.) durch |a| — 1 dividiert werden und mit Rücksicht auf die zweite unserer 
Voraussetzungen erhält man 

^ A — \ax | — Ifli +g 1 ^^^ 

Angenommen, die Gleichung 
hätte noch eine Wurzel ß vom Betrag \ß\>\. Dann folgt 

I /y ,«- = lA(«)/i'»-^+/;(«)/i»-H...+ /;., («)| 

Also ist I /^ I < ^, und es müßte wegen \ß\>l auch ^ > 1 sein, 
was dem oben bewiesenen widerspricht. Hilfssatz I ist damit in allen Teilen 
bewiesen. 

3. Sind jetzt die Koeffizienten «!,...«„ wieder ganze rationale Zahlen, 
so hat f{x) jedenfalls eine Wurzel «, deren Betrag |«|>1 ist. Genügt 
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a außerdem noch der Ungleichung 

(5.) |«i + «| >^4 + l- \a,\-\a\, 

80 sind nach Hilfssatz I alle anderen Wurzeln absolut <;l, und folglich 
ist Ungleichung (5.) nach dem in 1. aufgestellten Prinzip eine für die Irre- 
duzibilität von f{x) hinreichende Bedingung. Da |a, + a| > l^i; — |«|, so 
wird (5.) gewiß erfüllt sein, wenn man 

Iffjl - |a I >.4 + l- ,«1 i ~ !«!, d.h. |ail>l+ kal + \(h\^ h l«ni 

fordert, und daraus entspringt sogleich 

Theorem 7. Weyin die Koeffizienten von f(x) der Ungleichung 

kl i <1+ '«2 + lajl H h l«J 

genügen^ so iM f(x) irreduzibei*) 

Dieses Kriterium ist in jedem konkreten Fall leicht zu prüfen. Es 
bleibt auch zu Recht bestehen, wenn es sich um Irreduzihilität in bezug 
auf einen imaginären quadratischen Körper handelt. Jetzt soll noch unter- 
sucht werden, inwieweit in der geforderten Ungleichung auch das Gleichheits- 
zeichen zulässig ist, wobei ich mich aber auf Irreduzihilität im Gebiet der 
rationalen Zahlen beschränke. Es sei also 

(6.) I «l I =: 1 + . «2 ! + ^3 i +••• + I «n |. 

Angenommen, f{x). habe jetzt eine Wurzel y vom Betrage \y\=' 
Dann verträgt sich die Gleichung 

nur dann mit der geforderten Gleichheit, wenn rechts jedes Glied, und also 
auch die linke Seite reell ist, daher müssen insbesondere y"" und /""^ reell 
sein, woraus ^=±1 folgt. In der Tat kann f(x) bei der Annahme (6.) 
eine der Zahlen ± 1 als Wurzel haben, und ist dann reduzibel. Ist dies 
aber nicht der Fall, so ist überhaupt keine Wurzel vom Betrag 1 vorhanden^ 
und daher ist wenigstens eine Wurzel, sie sei wieder a, absolut > 1. Dann 
darf man wieder (4.) durch : « | — 1 dividieren, und da aus (6.) auch die Un- 
gleichung (5.) hervorgeht, aber eventuell mit Gleichheitszeichen, so ergibt 



*) Einen sehr speziellen Fall dieses Satzes fand ich bereits auf anderem Wege in 
meiner Habilitationsschrift: Grundlagen für eine Theorie des Jacobischen Kettenbruch- 
algorithmus (Math. Ann., Bd. 64). 
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sich A<1. Da nun, wie in 2. gezeigt ist, der Betrag einer jeden Wurzel ß 
von -^-^-^ der etwa >1 ausfiele, gewiß auch <l also <1 sein muß; 

*C "^~' et 

da ferner Wurzeln vom Betrag = 1 nicht existieren: so muß notwendig 
l/i I < 1 sein, woraus wieder die Irreduzibilität von /(.r) folgt. Wir sprechen 
dieses Ergebnis in folgender Weise aus: 

Zusatz L Das Theorein 1 bleibt richtifj^ wenn in der dort an- 
gegebenen Ungleichung das Gleichheitszeichen steht, sofern dann nur 
/•(+l) + ist. 
4. Da auch ^^ + « > ! « i — i <^^ i, so ist die Ungleichung (5.) wieder 
a fortiori erfüllt, wenn die Beziehung 

|r.'-;a,.>/l + l-i«,i-i«i, d.h. «:>^A 

besteht; also auch in diesem Fall ist f{x) irreduzibel, und zwar wieder 
selbst dann, wenn es sich um Irreduzibilität in bezug auf einen imaginären 
quadratischen Körper handelt. Von jetzt ab will ich mich indes auf den 
natürlichen Rationalitätsbereich beschränken. Um unter dieser Voraus- 
setzung aus dem letzten Kriterium ein besseres zu gewinnen, das die Wurzel 

a nicht mehr enthält, bemerke man, daß a als einzige Wurzel, deren Betrag 

-4 4-1 
>1 ist, notwendig reell sein muß. Da ferner— ^> 1, so ist, falls a positiv, 

-4 + 1 
dies die einzige Wurzel zwischen — ^-- und + oc; falls « negativ, ist es 

die einzige Wurzel zwischen — ^-—^ und — oc. Daher ist 

/■(^?')<o 

im ersten, und 

(-i)V(--fi)<o 

im zweiten Fall. 

Umgekehrt, wenn eine dieser Ungleichungen erfüllt ist, so ist auch 

^4-1 
eine Wurzel a vorhanden, die absolut größer als —J— wird, und daraus folgt 

Theorem IL Wenn die Koeffizienten von f{x) einer der beiden 
Ungleichungen 

/(-^-)<^'Oder(-l)Y(-^^-^)<0 

genügen, so ist f(x) irreduzibel. 
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Durch Beispiele überzeugt man sich leicht, daß dieses Kriterium auch 
in solchen Fällen eine Entscheidung liefert, in denen das erste versagt. Da 
aber, wenn ^4 eine nur einigermaßen große Zahl ist, die Prüfung schon einen 
ziemlichen Aufwand an Rechnung erfordert, so bemerke man zur Vermeidung 
unnötiger Rechnungen folgendes: Da durch die Bedingungen des Theorems 
zunächst die Ungleichung (5.) und hierdurch nach dem für Hilfssatz I ge- 
gebenen Beweise auch i < 1 erzwungen wird, so ist 

, a,'\-cc =1 t\(ce) I <X<1, 

und folglich u , zwischen : cii — 1 und la^i + l eingeschlossen. Damit also 

-4 4-1 
a'> J^ ausfallen kann, muß jedenfalls auch 



|.i 



«i' + l>^^J-, d. h. i.aJ>ja2!+..-+;aJ-l 

sein. Andererseits wird für i a, > i aj I + ••• + k/,j +1 bereits nach Theorem I 
und Zusatz I die Irreduzibilität erkannt, so daß das Theorem II bloß noch 
für den Fall irtj = (^2 j +...+ a^ \ in Betracht kommt. Ferner erkennt man, 
daß «1 und a von entgegengesetztem Zeichen sind, weil sonst I «i + « , > 1 
sein müßte, was dem Obigen widerspricht. Diese Ergebnisse fasse ich zu- 
sammen in 

Zusatz IL Die Prüfung des in Theorem II ausgesprochenen Kri- 
teriums kann nur dann von besserem Erfolg sein als Theorem I und 
Zusatz 7, wenn die Bezieh eng 



h\ 



02' + ,(h I+--+ !«« 



statthat. Dabei braucht man nur die erste oder nur die zweite der an- 
gegebenen Ungleichungen zu prüfen, je nachdem a^ negativ oder positiv ist. 

IL 

1. Als weiteres Prinzip zur Gewinnung von Irreduzibilitätskriterien 
kann folgendes dienen: 

Wenn die Gleichung f(x)=zO ein Paar koinplex-konjugierter Wurzeln 
hat und die u — 2 anderm Wurzeln absolut <C 1 sind, so ist f(x) irre- 
duzibel. 

Der Beweis ist wörtlich so zu führen wie oben. 
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A und l mögen ihre frühere Bedeutung behalten; a, ä sei ein komplex- 
konjugiertes Wurzelpaar von f{x). Da der Hilfssatz I für Gleichungen mit be- 
liebigen Koeffizienten gilt, so wollen wir ihn anwenden auf die Gleichung 

mit der Wurzel a. An Stelle von a^ tritt dann f\{a) = a^ + a\ an Stelle von 
A tritt i. Wenn daher die Wurzel « den Ungleichungen 

|ai>l; 1^1 + «+ «I >>X+ 1— ,«1 + «1 — ,'ce| 

genügt, so ist |ai>>l und die n — 2 Wurzeln, die f(x) außer a, a noch 
hat, sind absolut < 1; daher f{x) irreduzibel. Die zweite dieser Ungleichungen 
ist wieder a fortiori erfüllt, wenn 

(7.) I«i>^^^- oder \a, + a\>-±^ 

gefordert wird. Verfolgen wir zunächst den ersten Fall. Da | « 1 = | « > 1, 
80 ergibt sich nach (4.) eine obere Grenze für i, und wenn man diese in 
die erste Ungleichung (7.) einträgt, so folgt 

als eine Bedingung, die zusammen mit lcfj>>l die Irreduzibilität von f{pc) 
gewährleistet. Sie ist gewiß erfUUt, wenn man an Stelle von |a]-fcc| eine 
kleinere Größe treten läßt, etwa |a | — | a J oder ! a^ | — ! cf ,' . Entsprechend 
diesen zwei Fällen erhält man 

bzw. |«|^-2|«| + la,i«--^->0. 
Die erste Ungleichung ist erfüllt für 

find dann ist auch zugleich | « | > 1. Die zweite besteht für jedes , « !, 
sobald laj> — ^—J »Hein dieser Fall ist in Abschnitt I erledigt und hier 

auszuschließen.') Für .a^\<i —^— ist aber die Ungleichung erfüllt, wenn 



•) Eine imaginäre Wurzel, die absolut > l wäre, kann bei 1 «, ' ^ Z" g^r 



nicht existieren. 
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i«i>i+|/^l_i„j 

ist, nnd dann ist ebenfalls auch \a\:>l. Daher folgt 

Hilfssatz IL Wenn die Gleichung f(x) = eine imaginäre 
Wurzel a hat, deren Betrag 



|a|>i + |i/2^rri oder ia|>l + yA+i_|«j 

ist, 80 ist sie irreduzibel. 
Behandelt man ebenso die zweite der Ungleichungen (l.\ so kommt 

zunächst 

|ai + a|(2|a|-l)>4-l-|aj + |«|. 

Indem man hier wieder | « | — 1 a^ | an Stelle von I «i + a | treten läßt, 
erhält man für | « | eine untere Grenze, die bei | er J = mit der ersten in 
Hilfssatz II angegebenen übereinstimmt, bei I aj >> aber ungünstiger 
ausfällt als die zweite von Hilfssatz IL Dieser Fall braucht also nicht 
mehr berücksichtigt zu werden. Setzt man dagegen | a J -- | cc | an Stelle 
von I a^ + « I in der letzten Ungleichung, so erhält man 

l«P-l«Jkl+^<0, 

and dies ist erfüllt, sobald 



2 

ist Da außerdem I a | >> 1 sein muß, ergibt sich folgendes Resultat: 

Hilfssatz HL Wenn die Koeffizienten von f(x) der Ungleichung 
a\z>2A'-'2 genügen, und wenn f{x) eine imaginäre Wurzel a hat 
deren Betrag >! ist und zwischen den Grenzen 

liegt, so ist f(x) irreduzibel. 

2. Um aus diesen Sätzen nun solche zu gewinnen, die von a un- 
abhängig sind, nehme man o^ positiv an und transformiere die Gleichung 
f(x)z=zO durch die Substitution 

(8.) x = iVa,(y+l) Ci=V~i) 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 4. 39 
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in die Gleichung für ?/: 

in welcher der Koeffizient von y"" gleich 1 ist, während der Betrag des 
von y freien Gliedes gleich 

gesetzt werden mag. Für die Folge sei P<Cl, was sicher immer dann 
zutriflft, wenn Ö2 im Vergleich zu den anderen Koeffizienten genügend groß 
ist. Die absolut kleinste Wurzel von (p{y) (oder eine von ihnen, falls es 
mehrere vom kleinsten Betrag gibt) sei q und die ihr vermöge der Trans- 
formation (8.) entsprechende Wurzel von f{x) sei a, so daß 

ist. Offenbar ist |p'"<P; eine noch kleinere obere Grenze für p ergibt 
sich durch folgende Betrachtung: Die Gleichung /(.r) = hat auch die zu a 
konjugierte Wurzel _ 

und wenn man diese gleich i V^j (l + e') setzt, so ergibt sich e'= — 2 — (i als 
Wurzel von (p{y). Dann ist ip'l > 2 — ip| = 2 — ipi>2— j/P; also 

pi"-^(2-V^)<P 

oder 

j 

y2-]/p 

Man könnte durch Fortsetzung des Verfahrens noch kleinere obere 
Grenzen finden,*) doch will ich, da diese von komplizierterer Form würden, 
bei dieser stehen bleiben. Es folgt dann 



*) Wenn q^ die zwischen und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 

a;«-i(2— ^) = P 
bedeutet, so ist | ^ | ^ ^0 und q^ selbst ist kleiner als alle die gedachten oberen Grenzen. 
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_i 
and da |(^[<P'^^<1 ist, kann 1 + e nicht reiii imaginär sein, also « 

nicht reell. Aus Hilfssatz II folgt daher sogleich 

Theorem IIL Wenn die Koeffizienten von fQv) de)' Bedingung 

«2>0 und außerdem einer der beiden Ungleichungen 

»^^ (l - Pii^Tj> 1 + i- 1/ 2"^^ri 
oder 

genügen^ ico P durch die Gleichung (9.) definiert ist, so ist f(x) irreduzibel. 
Die Forderung P<rl ist hierin schon ausgesprochen und braucht 
daher nicht eigens aufgestellt zu werden. Jede der beiden Ungleichungen 
ist stets erfüllt, wenn a^ im Vergleich zu den anderen Koeffizienten sehr 
groB ist. Bei der Prüfung des Kriteriums an konkreten Beispielen ver- 
ursacht lediglich die Berechnung von P größere Mühe; jedoch wird man 
in vielen Fällen schon mit einer oberflächlichen Abschätzung auskommen. 
Insbesondere ist nützlich zu bemerken, daß das Theorem offenbar richtig 
bleibt, wenn man darin P durch einen Ausdruck ersetzt, der seinem Wert 
nach stets größer als P, daflir aber von einfacherer Bauart ist; hierzu 
empfiehlt sich besonders die Größe 

Ya- 

Natürlich ist aber das so modifizierte Theorem vielfach nicht mehr 
verwendbar, wo das ursprüngliche noch eine Entscheidung gibt. 

3. Man setze 4a2 — a? als positiv voraus, und transformiere jetzt die 
Gleichung f(x) = durch die Substitution 

(10.) '^ = (- 1 + ^ i/^^r=^0(-^ + 1) (^* = i^) 

in eine Gleichung für z. Nimmt man diese in der Gestalt an, daß z"* den 
Koeffizienten 1 hat, so wird der Betrag des von z freien Gliedes gleich 

Für die Folge sei Q< 1, was wegen (61 1= V^ z. B. sicher der Fall 
sein wird, wenn «2 im Vergleich zu «3, ... «„ sehr groß ist. Ist dann a die absolut 
kleinste Wurzel der Gleichung für ^, und a die ihr nach (10.) entsprechende 

39* 
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Wurzel von f(x)j so ist \o\<Q~-<lj und aus |a| = |&(l + <y)| = V^|l + <y| 
folgt daher 

y^(l + Q")>l«l>l/^(l-Q«). 

Um die Hilfssätze II und III anwenden zu können, ist noch dafür 
Sorge zu tragen, da£ a nicht reell wird. Es sei daher a^Oi + iOi; dann ist 

« = (-|+|V4a,-aj)(l + ^i + t(y,), 

und dies wird nur dann reell, wenn die Gleichheit 

a, 1 + a, 

Statthat. Nun ist aher aJ + a^ = ia|*<Q*, und hieraus folgt 

■' i-KI ^J — -!•) 
Wenn daher noch die Bedingung gefordert wird 



o. 



1 + «». 



V4a,-a? ^ Oi 



80 kann die Wurzel a gewiB nicht reell sein. Aas Hilfssatz II folgt also: 
Theorem IV. Wenn die Koeffizienten von f(x) der Ungleichung 

4a, -g? ^ Q- 



2^ 

1 — Q« 



und außerdem noch einer der beiden Bedingungen 

]/a,{\-Q^)>T+T]/2Ä^^ 
oder 



*) Der Ausdruck rechts ist das Maximum des mittleren, wenn [aj zwischen 
und Qn variiert. 
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genügen, wo Q durch die Gleichung (11.) definiert ist, so ist f(x) irre- 
duzibeL 
Analog folgt aus Hilfssatz III: 

Theorem F. Wenn die Koeffizienten von f(x) die Bedingungen 

a?>24-2, 

erfüllen, wo Q durch die Gleichung (11.) definiert ist, so ist f(x) irre- 

duzibeL 
Die Forderung Q <C 1 braucht in beiden Sätzen wieder nicht eigens 
erhoben zu werden, da sie durch die verlangten Ungleichungen schon in- 
volviert wird; ebenso ist die Bedingung |a|>>l, welche nach Hilfssatz HI 
in dem Theorem V noch gefordert werden muß, stets von selbst erfüllt, da, 
wie unschwer einzusehen, schon 

^-i-yaJ-2^+2>l 

wird. Die Bedingungen von Theorem IV sind wieder stets erfüllt, wenn a^ 
im Vergleich zu den Übrigen Koeffizienten sehr groß ist; die Verwendbarkeit 
des Satzes reicht aber, da Q von a^ nicht abhängt und somit fttr a^ ein 
größerer Spielraum bleibt, Über die von Theorem UI hinaus. Auch zu 
Theorem V findet man leicht Beispiele; die betreffenden Bedingungen sind 
insbesondere stets erfüllt, wenn ajrsa^ts... = a,„i = 0, | a J sehr groß im 
Vergleich zu |a„| und aj ungefähr gleich ( J^' ' ) ist. Beide Theoreme 
bleiben wieder richtig, wenn man darin Q durch einen dem /Wert nach 
größeren, dafür aber einfacher gebauten Ausdruck ersetzt, etwa durch 

4. Nach den Theoremen III und IV ist f{x) irreduzibel, wenn o, positiv 
und im Vergleich zu den anderen Koeffizienten genügend groß ist. Zu einer 
genaueren Präzisierung dieses „genügend groß"^ gelangt man durch die 
folgende Fragestellung: 
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Gibt es eine von den Koeffizienten a^ anabhängige positive Zahl 
£ von der Art, daB die alleinige Bedingung 

P'<6»"V ' ' ' ' 

wo P' die auf Seite 297 angegebene Bedeutung hat, die Irreduzibüität 
von f{x) gewährleistet? 

Nach Theorem III ist dies jedenfalls dann der Fall, wenn die gleiche 
Zahl B auch noch die Ungleichung erfüllt: 

Hier kommt Ö2 sowohl auf der linken, als (in ^4) auf der rechten 
Seite vor. Durch Quadrieren entsteht eine in y/^ quadratische Ungleichung, 
und wenn man diese nach y/^ auflöst, so folgt*) 



wobei B = \a^\ + \a^\ + \a^\^ h |«n| ist. 

Die rechte Seite in (12.) ist offenbar kleiner als 

2(1 — fV-l' 
die linke wegen - r- = P' <c t**""* mindestens gleich -^n. Daher ist Un- 

gleichung (12.) a fortiori befriedigt, wenn für a die Bedingung 

^^ 1 + y^ 

^„-1^-2(1 — 0*-l 
oder 

gefordert wird. Nun hat die Gleichung 

(13.) a-' = -^^(2.r^-4x+l) 

genau eine Wurzel zwischen und 1 — ---\ denn läßt man x von bis 

1 — —. wachsen, so nimmt die linke Seite von aus zu, die rechte gegen 
hin ab. Bezeichnet man diese Wurzel mit e,j, so zeigt die vorstehende 

*) Dabei ist 2(1 — £)' — 1 als positiv vorausgesetzt, also i bereits kleiner 
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Deduktion, daß die Bedingung P'<f3"^ für die Irreduzibilität von /'(a:) hin- 
reicht Da i5>l, 80 ist 

und folglich wird für x = \ die linke Seite von (13.) kleiner oder höchstens 
gleich der rechten, sowie nur n > 8 ist; daher ist ^o > l- Aus demselben 
Grund folgt sogar «„ > | für n > 6. Dies zusammengefaßt ergibt 

Theorem VI. Wenn die Koeffizienten von f(x) die Ungleichnng 

befriedigen, so ist f(x) irreduzibel.*) Ist f(x) mindestens vom fünften 
Grad, so genügt sogar die Ungleichung 

l^«^>Qy~'0^il + l^3l + l«4i +•••+ i«ni). 

Nach der Herleitung des Theorems ist klar, daß es von geringerer 
Tragweite ist als III; es ist aber für die Anwendung bequemer. Versucht 
man auf demselben Wege aus der zweiten der in Theorem III gebotenen 
Möglichkeiten oder aus Theorem IV ebenfalls bequemere Kriterien herzuleiten, 
so ergibt sich kein Resultat, das über vorstehendes hinausginge und auch 
wirklich bequemer wäre als Theorem III bzw. IV. 



III. 

1. Um die vorstehend entwickelten Methoden auf Gleichungen zu 
übertragen, deren Koeffizienten rationale Funktionen von einer oder mehr 
Variabein sind, sei 

(14.) f(x,y) = y'' + gMf'' + -^ + g^,,{x)y + g^{x)^() 

eine solche Gleichung; ihre Koeffizienten gi{x)\...g^{x) ganze rationale 
Funktionen zunächst nur einer Variabein x. Der Begriff Irreduzibilität soll 
stets in dem Sinne verstanden werden, daß die bei einer Zerfällung zulässigen 
Zahlkoeffizienten nicht einem begrenzten Rationalitätsbereich angehören müssen, 
sondern keiner Beschränkung unterliegen. f{p^y) ist dann stets reduzibel, 



*) Dies ist oben nur für n ^ 3 bewiesen; daß der Satz aber auch für quadratische 
Gleichungen gilt, sieht man ohne weiteres ein. 
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wenn die Funktionen gi(x)^...g^(x) sich sämtlich auf Konstante reduzieren, 
oder auch wenn g^ (x) identisch verschwindet; beide Annahmen sollen daher 
ausgeschlossen werden. 

Die durch (14.) definierte Funktion y von x läät sich auf einer 
n- blättrigen liieinannscheu Fläche ausbreiten, und die Frage ist, ob diese 
zusammenhängt oder in mehrere getrennte Flächen zerfällt Da einerseits y 
im Endlichen überall endlich bleibt, andererseits f(Xj y) offenbar nur in der 
Weise zerfallen kann, daß die Koeffizienten der Faktoren wieder ganze 
rationale Funktionen von x sind, ergibt sich leicht als Analogen zu dem in 
Abschnitt I aufgestellten Prinzip: 

Wenn y auf n—l Blattern der Riemannschen Fläche im Un- 
endlichen endlich bleibt ^ so kann / (x,y) allenfalls in der Weise zerfallen, 
daß ein von x freier Faktor sich abspaltet. 
2. Die Funktion y von x wird im Unendlichen mindestens in einem 
Blatt unendlich; in einem solchen Blatt soll sie in der Nähe*) des Punktes 
x = oo mit 1] bezeichnet werden, so daB der Betrag von ri nach Belieben 
groß gedacht werden kann. Es ist dann 



wobei 



jz—^r"' + A C^. v) y-' + - + /n-. (^, V). 



ri' + gi(^)ri*''+- + g^(i^)^fi(,x,ri) 

gesetzt ist. Führt man nun die Abkürzungen ein: 

0^=10^1(^)1 + ls^2(^)l +•••+ |^.(a:)|, 
i = 1/1 (^. ^)J + 1/2 (x, Ti)\ + ... + i/;_, (x, 17)1, 

so folgt genau ebenso, wie früher Ungleichung (4.) S. 290 abgeleitet wurde, 

und wenn tj^ irgend einen von rj verschiedeneu Zweig von y in der Nähe von 
a; = cx5 bezeichnet, so folgt aus |?ji| > 1 gewiß li^J < iL. Wenn also A fttr a; = oo 
endlich bleibt, so gilt dasselbe für r/i, also fUrn-1 Zweige der Funktion y. 



*) Ich sage absichtlich nicht „in der Umgebung"; denn sollte der gedachte Pankt 
(x = oc, y = 00) ein Verzweigungspunkt sein, so ist nicht die volle Umgebung gemeint, 
sondern nur derjenige Teil derselben, der in einem Blatt liegt. 
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Analog den früheren Betrachtangen wird nan l nicht nur endlich, sondeni 
sogar kleiner als 1 bleiben, wenn 

\gx {x)\ > \g, {x)\ + \g, (x)\ + ...+ \9n (^)l + 1, 

und dies ist, da wir uns auf beliebig große Werte von x beschränken dürfen, 
dann der Fall, wenn der Grad von ^^ {x) größer ist als die Grade der übrigen 
gi{x). Alsdann kann aber auch kein von x freier Faktor von f{x^y) ab- 
getrennt werden; denn wäre y — c ein solcher, so würde /(:c, c) identisch in 
X verschwinden müssen, während doch der Koeffizient der höchsten Potenz von 
X gewiß von verschieden isi /(a;,t/) ist also in diesem Fall irreduzibel. 
Um auch noch den nach obigem Verfahren zweifelhaften Fall zu unter- 
suchen, daß der Grad von ^i {x) dem höchsten unter den Graden der übrigen 
9i W gerade gleichkommt, entwickle man ri nach (ganzen oder gebrochenen) 
fallenden Potenzen von x. Nach der Definition von i? muß dies möglich 
sein, und zwar beginnt die Entwicklung mit einem Glied cxf^ wo /^ > 
ist. Sind Vi, ... i^« bzw. die Gradzahlen von g^ (pc)^...g^ (x)^ so sind die Grad- 
zahlen der verschiedenen Terme von f(x^rj) in (14.) der Reihe nach 

Die beiden größten dieser Zahlen müssen, da f{x^ri) identisch verschwindet, 
einander gleich sein. Da aber nach Voraussetzung Vi>v< (e = 2, 3, ... w), 
so kann nur 

JU71 = U(71 — 1) + Vj 

sein, also fi^Vy. Auf der rechten Seite von (15.) wird daher der Nenner 
unendlich wie x""'^ der Zähler gewiß nicht in höherem Grade; also bleibt 
jetzt ebenfalls l endlich, und infolgedessen gilt auch das gleiche wieder von 
n — 1 Zweigen der Funktion i/(a^). Es ist aber diesmal sehr wohl möglich, 
daß eine Konstante c existiert von der Art, daß f(x^ c) identisch in x ver- 
schwindet, und dann spaltet sich von f{x^y) der Faktor y— c ab. In jedem 
konkreten Fall ist diese Möglichkeit jedoch sehr leicht zu prüfen. Es ergibt 
sich somit der folgende Satz, welcher das vollständige Analogen zu Theorem I 
samt Zusatz I darstellt: 

Theorem VIL Die Gleichung f(Xjy)=^0 ist in folgenden zwei 
Fällen gewiß irreduzibel: 

1. tverm gi(x) von höherem Grade ist als die übrigen gi{x)^ 

Journal für Mathematik Bd. 132. Heft 4. 40 



304 Perron, neue Kriterien für die Irreduzihilität algebraischer Gleichungen. 

2. wenn der Grad von g^ (x) gerade gleich dem höchsten von den 
Graden der übrigen g^ (x) ist und zugleich keine Konstante c existiert, 
für die f(Xj c) als Funktion von x identisch vei^schwindet. 

3. In Analogie zu der Betrachtungsweise des Abschnittes II wird anter 
Umständen die Irrednzibilität von f{x,y) auch schon dann geschlossen werden 
können, wenn die Funktion y(x) nur auf n — 2 Blättern im Unendlichen 
endlich bleibt; hierzu ist nur noch die Gewißheit erforderlich, daß die beiden 
anderen Blätter zusammenhängen. Man kann aber jetzt noch weiter gehen 
und das Prinzip von Nr. 1 in folgender Weise ausdehnen: 

Wenn y auf n— t Blättern der i?tigmannschen Fläche im Un- 
endlichen endlich bleibt, während die i Übrigen Blätter im Unendlichen 
durch einen Verzweigungspunkt (t — l)-ter Ordnung zusammenhängen, 
so kann f(Xy y) allenfalls in der Weise zerfallen, daß ein von x freier 
Faktor sich abspaltet. 
Dies Prinzip, dessen Beweis wieder eben so einfach ist, wie oben, 
bildet die Quelle für ein sehr allgemeines Kriterium, das ich in folgender 
Weise ausspreche: 

Theorem VIIL Wenn sich unter den respektiven Gradzahlen 
yi,...r„ der Funktionen ^fi (^'), ...S^„Gx') eine findet (v,), welche den Un- 
gleichungen 

genügt, wo k jede von i verschiedene der Zahlen 1,2,... n bedeutet; und 

wenn außerdem v^ relativ prim ist zu i, so ist /(x, y) irreduzibel. Sind 

aber die Ungleichungen (a) nur insoweit erfüllt, daß für gewisse Werte 

von k das Gleichheitszeichen an Stelle des Größerzeichens tritt, so ist für 

die Irreduzibilität außerdem noch erforderlich, daß keine Konstante c 

existiert, für die f(x, c) als Funktion von x identisch verschwindet. 

Bevor ich zum Beweise übergehe, sei folgendes bemerkt: Es genügt, 

die Ungleichungen (a) für A:>>z, (/i) für k<ii zu fordern, da sie hieraus 

für die übrigen Werte von k schon von selbst folgen. Die naheliegende 

Frage, ob auch in (/i) das Gleichheitszeichen zulässig sei, ist müßig, da 

die betreffende Gleichung durch die anderen Forderungen des Theorems 

ausgeschlossen wird. Für k > i würde sie nämlich mit («) im Widerspruch 
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Stehen, and fUr k<Ci ist sie ans dem Grande anmöglich, weil Vi and i relativ 
prim sein sollen, and also die Zahl ^ nicht einem Brach mit kleinerem 
Nenner gleich sein kann. Für i = l geht das Theorem in VII über. 

Um nnn das Theorem za beweisen, sei wieder ri ein Fanktionszweig, 
der im Unendlichen anendlich wird, and zwar wie x^, so daß fi eine ganze 
oder gebrochene positive Zahl ist. Wie vorhin müssen dann wieder die 
beiden größten anter den Zahlen 

(16.) fin^ «(^— 1) + ^!,... ^(n-O + n-,--- i^ + ^i-i» ^'n 

einander gleich sein. Nach anseren Voraassetzangen sind aber offenbar die 
rechts von fiiji — i) + Vi stehenden Zahlen kleiner als diese. Die Qleichsetzang 
der beiden größten führt daher notwendig za dem Ansatz 

(17.) f^Qi-'l) + yi-=^f^{n-k)+v,, 

wo 0</<:^<«; Vo=0 ist. Es soll gezeigt werden, daß k — i^ 1=0 sein 
maß. Aas (17.) folgt 

(18.) A. = ^, 

and da die Zahlen (17.) die zwei größten von (16.) sein sollen, so ist anch 

(19.) /^(^ — + ^/>.*^^» 

(20.) fi (n- k) + n>.u (n — i) + v^. 

Setzt man den Wert von fi aas (18.) in (19.) ein, so folgt leicht 
(21.) fcv,>ly,. 

Aas (20.) and der Voraassetzang (ß) aber schließt man, 

and hieraas, wenn k<Zi sein sollte, kvi<ClVi. Da dies mit (21.) im 
Widersprach steht, so ist k<Zi anznlftssig, also ist k = t. Wenn nan weiter 
/>>0, so folgt aas (21.): 7>^, was der Voraassetzang (/5) widerspricht. 
Daher ist in der Tat k = i^ /=0, also 



Vi 
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Die Entwicklung von ri nach fallenden Potenzen von x beginnt also 

mit dem Gliede c^s und da n^ch Voraussetzung v\ und i relativ prim sind, 
80 liegt in a; = oc ein Verzweigungspunkt von mindestens (t— l)-ter Ordnung 
und die Funktion y hat mindestens i Zweige, die im Unendlichen unendlich 

werden wie x^. Bezeichnet man diese Zweige mit ^, V?«-- '?^''''^ ^^d setzt 

so folgt nach (15.) 

und genau ebenso ergibt sich allgemein 

Da ??^*~'^ von derselben Ordnung unendlich wird wie x^^ bleiben 
also die Funktionen 

h\ - h' - _^ I '- 
^ .r,.. , ^^ i.r,, ,... ^^^^ la:;, 

endlich, und dasselbe gilt daher auch von ihrem Produkt 

X.^''=A. ^^'- 



G M^,WI + l^,Wl+-+l</n(^)|" 



Nach Voraussetzung (a) ist aber hier im Nenner die höchste vor- 
kommende Potenz von x genau die i^-te, und folglich bleibt auch A,. endlich. 
Die n — i weiteren Zweige von y müssen aber absolut kleiner bleiben als 
1 oder li und bleiben daher ebenfalls endlich;*) f{x^y) kann somit nur in 
der Art zerfallen, daß ein von x freier Faktor sich abspaltet Dies ist 

*) Übrigens kann dies auch noch auf andere Art geschlossen werdep, ^twa durch 

Konstruktion des NeivtonschQu Polygons für den Punkt a= oo; man findet genau i Zweige, 

"i 
deren Entwickelung mit der Potenz u?* beginnt, während die n — i andern Zweige mit 
negativen oder allenfalls der nullten Potenz beginnen, also endlich bleiben. 
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wieder nur daun möglich, wenn in den Ungleichungen (or) zum Teil das 
Gleichheitszeichen auftritt, und damit ist Theorem VIII vollständig bewiesen. 
4. Die Irreduzibilität einer Gleichung . 

wo 5^1,... ö^H ganze rationale Funktionen der m Väriabeln Xij...x^ bedeuten, 
erledigt sich nun von selbst. Falls die Gleichung nämlich reduzibel ist, 
so muß sie dies auch bleiben, wenn tn— 1 von den Variabein Xi^.^.x^ durch 
Koiistante ersetzt werden. Sie ist daher gewiß irreduzibel, wenn die Grad- 
zahlen von ^i,...9n in bezug auf wenigstens etne Variable den Bedingungen 
des Theorems VIII genügen: Ist dies etwa die Variable x^^ sind aber dabei 
die Ungleichungen («) nur insoweit erfüllt, daß für gewisse k das Gleichheits- 
zeichen an Stelle des Größerzeichens tritt, so* kann allerdings unter Um- 
standen ein Faktor von /(a:x, ...^^,t/) abgespaltöt werden, der zwar nicht d;i, 
wohl aber X2^.:.x^ enthalt Um älüo die Irreduzibilität gewiß behaupten 
zu können, wird man die Bedingnngeh (ex) mit lauter Ungleichheitszeichen 
fordern müssen. 
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Aufruf für ein Denkmal Abels. 

Die einzig dastehende Beteiligung seitens der Gelehrten weit an der 
hundertjährigen Gedächtnisfeier Abeh zeigte deutlich, wie hoch man sein 
grundlegendes Genie würdigte. Aus allen Gegenden der Erde waren die 
größten Mathematiker zusammengeströmt, um im Namen ihrer Universitäten 
und Akademieen sein Andenken zu ehren. 

Im Begriffe, ihm ein würdiges Denkmal zu errichten, finden wir, 
seine Landsleute, da£ die vollständig internationale Natur und Bedeutung 
seines Werkes uns nicht dazu berechtigt, diesem Vorhaben einen exklusiven 
Charakter zu geben, sondern fühlen uns vielmehr dazu verpflichtet, die 
Mathematiker aller Nationen zur Teilnahme und Beitragsleistung einzuladen. 

Das Denkmal, das eine Höhe von 13 Meter erhalten wird, liegt 
bereits in Gips fertig vor und wartet bloiJ darauf, in Bronze gegossen zu 
werden. Es ist von Gustav Vigelandy Norwegens bedeutendstem Bildhauer, 
ausgeführt. Auf einer hohen Säule schweben zwei riesige Genien, die auf 
ihren Rücken den jungen Seher tragen, in dessen Antlitz der Künstler Abek 
Gesichtszüge in mannhafter, stilisierter Auffassung wiedergegeben hat Hervor- 
ragende Kunstkenner auch außerhalb Norwegens Grenzen haben ihre un- 
geteilte Bewunderung über das Werk ausgesprochen. 

Es gilt hier, das Andenken des Mannes zu ehren, durch den Norwegen 
sein Bestes und sein Größtes auf dem Gebiete wissenschaftlicher Forschung 
aller Länder und Zeiten geleistet hat, und wir wenden uns deshalb ver- 
trauensvoll mit unserem Anliegen an die Gelehrtenwelt 

Kristiania, im März 1907. 

W. C. Brogger. Elling Holst. Fridijof Nansen. 

Carl Stormer. L. Sylow. Axel Thne. 



Beiträge sind zu senden an Herrn Professor Carl Stermer, Kristiania, Daalsgade 14. 
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Preis-Aufgabe 

der 
Fürstlich Jablonowskischen Gesellschaft 

für das Jahr 1910. 

Uie meisten Aufgaben der Elektrostatik sind rednzierbar auf die 
Ermittelung der Greenschen Massenbelegungen, und es sind daher diese Be- 
legungen fUr die Theorie der Elektrostatik, sowie Überhaupt für die ganze 
Potentialtheorie von hervorragender Wichtigkeit. 

Durch neuerdings publizierte Untersuchungen (Berichte der Kgl. 
Sachs. Ges. d. W. Math.-phys. Kl. Jahrg. 1906, S. 483—558) dürfte wohl 
nun außer Zweifel gesetzt sein, daß in der Theorie des logarithmischen 
Potentials für jedwede geschlossene Kurve die dem Innen- und Außenraum 
entsprechenden beiden Green^ehen Belegungen reduzierbar sind auf eine einzige 
Belegung, auf die sogenannte ,,Grundbelegung^^y und daß Analoges auch gelte 
in der Theorie des iVi^i^^onschen Potentials für jedwede geschlossene Oberfläche. 

Immerhin lassen die in Rede stehenden Untersuchungen bis jetzt noch 
vieles zu wünschen übrig. Demgemäß stellt die Gesellschaft folgende 
Aufgabe: 

Es soll eine Arbeit geliefert werden, durch welche jene Theoiie 
der j,Grundbelegung^^ in bezug auf Klarheit und Strenge oder in bezug 
auf Umfang und Vollständigkeit wesentlich gefördert wird. 

Preis 1500 Mark. 
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VERLAG VON GEORG REIMER BERLIN W. 35. 



Soeben erschien: Tafelll der 

Funktionen cosinus und sinus 

mit den natttrlichen sowohl reellen als rein imaginären Zahlen als Argument 
(Kreis nnd Uyperbelfünktionen) 

von Dr. Carl Burrau. 

Preis gebunden M. 4. — . 

Es tritt bei den wissenschaftlichen und technischen Rechnern in den letzten 
Jahrzehnten eine immer stärkere Tendenz zur Anwendung von ReciMnMeln und Rechen- 
maschinen und damit zusammenhängend eine geringere Anwendung von Logarithmen 
deutlich henror. -^ihi-fedoch eine große Menge der besten Tafelwerke nicht die Funktions- 
werte selbst, sondern ihre Logarithmen gibt, muß die erwähnte Tendenz notwendiger- 
weise die Herausgabe von Tafeln der Funktionswerte selbst hervorrufen. Die vorliegende 
Tafel ist al« ein Glied dieser Bestrebungen aufzufassen, Unter den fQr den wissen- 
schaftlichen Rechaer wichtigsten Funktionen nehmen die Cosinus- und Sinus -Funktionen 
eine hervorragende Stelle ein, und um eine vollkommene rechnerische Verwertung dieser 
Funktionen zu erzielen, genügt es keineswegs, die Aigumente auf die reellen Zahlen 
«m beschränken. Diese Tafel ist deshalb auch auf rein imaginäre Argumente ausgedehnt. 
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